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Capitulo 1

Fundamentos Matematicos para LLMs

Bem Vindos! Entusiastas dos LLMs.

Baixar PDF

Este livro estabelece as fundagdes matematicas necessarias para trabalhar com Large Language
Models (LLMs).

Grande parte deste livro foi originado a partir das anotagdes do Professor Enno Nagel, a quem

merece todos os créditos. https://konfekt.bitbucket.io/courses/aprendizado/aprendizado.html
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Capitulo 2

Conceitos basicos

2.1 Conjuntos

Conjuntos sd3o uma linguagem para organizar objetos e raciocinar sobre cole¢cdes. Em Ciéncia
da Computacio, eles aparecem ao descrever usuarios de um sistema, estados possiveis de um
programa, simbolos de um alfabeto, resultados de uma consulta e exemplos de um conjunto de
dados. Entender conjuntos ajuda a transformar frases como “selecione os registros validos” ou

“encontre elementos presentes nas duas listas” em operagdes matematicas precisas.

2.1.1 Elementos, pertinéncia e representac¢ao

Um conjunto ¢ uma colecdo bem definida de objetos, chamados elementos. Escrevemos seus

elementos entre chaves. Por exemplo,

A=1{24,6,8).

A expressdo 4 € A informa que 4 pertence a A; ja 5 ¢ A informa que 5 ndo pertence a A. A

ordem e a repeticdo ndo alteram um conjunto. Portanto,

{1,2,3} = {3,2,1} = {1,1,2,3}.

Essa propriedade distingue conjuntos de estruturas como listas e vetores. A lista [1, 1, 2]
possui trés posicdes e preserva a ordem; o conjunto correspondente possui apenas os elementos
{1,2}. Linguagens como Python refletem essa diferenca: 1ist mantém ordem e repeti¢des,

enquanto set elimina duplicatas.
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Figura 2.1: Colecdes de objetos e regides sobrepostas ilustram a ideia de conjuntos e elementos
compartilhados.

Um conjunto também pode ser descrito por uma propriedade. Em vez de listar todos os valores

pares, €sCrevemos

P={xeZ|xépar}.

O simbolo “

infinito. O conjunto vazio, denotado por () ou {}, ndo possui elemento algum. Atengdo: () é

” significa “tal que”. Essa notacao ¢ util quando o conjunto ¢ muito grande ou

diferente de {(}}, pois o segundo conjunto tem um elemento — o proprio conjunto vazio.

2.1.2 Conjuntos numéricos

Alguns conjuntos aparecem repetidamente na matematica aplicada a Computagao:

N = {0,1,2,3,...}: nameros naturais, usados em contagens ¢ indices;
«Z=4{...,—2,—1,0,1,2,...}: nimeros inteiros;
+ Q: niimeros racionais, que podem ser escritos como p/q, com p,q € Z ¢ q # 0;

* R: niimeros reais, comuns em medigdes, probabilidades e parametros de modelos.

Existe uma cadeia de inclusoes:
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NCZCQCR.

Isso significa, por exemplo, que todo numero natural também ¢ inteiro e real. Os niimeros

irracionais, como \/5 e, pertencem a R \ Q.

2.1.3 Subconjuntos e igualdade

Dizemos que A é subconjunto de B, e escrevemos A C B, quando todo elemento de A também
pertence a B. Se A C Be A # B, entdo A é um subconjunto proprio de B, indicado por
AC B.

Dois conjuntos sdo iguais quando possuem exatamente os mesmos elementos. Uma maneira
comum de provar A = B é demonstrar as duas inclusdes: A C B e B C A. Essa estratégia,
chamada dupla inclusfo, ¢ andloga a verificar duas condic¢des ldgicas em vez de comparar

apenas a aparéncia das representacoes.

2.1.4 Operacoes entre conjuntos
Considere A = {1,2,3,4} e B ={3,4,5}. As principais operagdes sdo:

* unido: AU B = {1,2,3,4,5} reune elementos presentes em A ou em B;

« intersecdo: AN B = {3,4} mantém elementos presentes em A e em B;

* diferenca: A\ B = {1, 2} mantém elementos de A que ndo pertencem a B;

* diferenga simétrica: AAB = {1, 2,5} mantém elementos que pertencem a apenas um

dos conjuntos.

Se AN B = (), os conjuntos sdo chamados disjuntes. Em um universo U, o complemento de
A¢ A¢ = U \ A: tudo que esta no universo considerado, mas ndo em A. O universo precisa ser

declarado, pois o complemento muda conforme o dominio do problema.

Essas operacgdes correspondem diretamente a tarefas computacionais: remover duplicatas, filtrar
dados, combinar resultados ¢ localizar itens em comum. Em bancos de dados, UNION, INTERSECT
e EXCEPT expressam ideias equivalentes. Em Python, para conjuntos A e B, podemos usar A |
B,A & BeA - B.
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Figura 2.2: Fluxo visual de filtragem, combina¢do e separacao de cole¢des de dados.

As leis de De Morgan relacionam operagdes € complementos:

(AUB)*=A°NB° e (ANB)®=A°UB-".

Elas aparecem na simplifica¢do de condigdes booleanas. Negar “x esta em A ou em B” equivale

a afirmar que “x ndo estd em A ¢ ndo esta em B”.

2.1.5 Cardinalidade e conjunto das partes

A cardinalidade | A| é o nimero de elementos de um conjunto finito. Se A = {a, b, ¢}, entdo

|A| = 3. Para conjuntos finitos,

|AU B| = |A| +|B|— |AN Bj.

Subtraimos a intersecao porque seus elementos foram contados duas vezes. Essa formula € o

caso mais simples do principio da inclusdo-exclusdo, usado em contagem e analise combinatoéria.

O conjunto das partes P(A) contém todos os subconjuntos de A. Para A = {0, 1},

?(A) = {0’ {0}’ {1}7 {07 1}}

6
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Se |A| = n, entdo |P(A)| = 2™. Cada elemento pode ser incluido ou ndo em um subconjunto,
exatamente como um bit pode assumir 1 ou 0. Por isso, subconjuntos podem ser representados

por mascaras de bits: para A = {a, b, c}, a mascara 101 representa {a, c}.

2.1.6 Produto cartesiano

O produto cartesiano de A e B ¢ o conjunto de todos os pares ordenados possiveis:

Ax B={(a,b)|ac Aebe B}.

Se A={1,2} e B={z,y}, entdo

AXB= {(1,1‘), (1,3/), <27$>7 (27y>}'

A ordem importa: em geral, (a,b) # (b,a). Se A e B sdo finitos, |A x B| = |A||B|. Em
Computacdo, produtos cartesianos modelam coordenadas, combinac¢des de pardmetros, estados
compostos e linhas produzidas por um CROSS JOIN. Quando B = A, usamos A?; assim, R?

representa o plano e R? representa o espago tridimensional.

e Verifique sua compreensao

Considere U = {1,2,3,4,5,6}, A = {1,2,3,4} e B = {2,4,6}. Calcule AN B, AUB,
AN\ B e B¢ emrelagdo a U. Depois, represente A N B como um conjunto em Python e
teste se 3 pertence ao resultado.

2.2 Funcoes

Fungdes sdo uma das linguagens fundamentais da Matematica e da Ciéncia da Computacdo. Elas
aparecem quando um programa transforma uma entrada em uma saida, quando um banco de
dados associa uma chave a um registro, quando um classificador atribui um rétulo a uma imagem
ou quando uma rede neural converte um vetor de atributos em probabilidades. Em todos esses

casos existe a mesma ideia: para cada entrada admissivel, hd uma saida bem determinada.

2.2.1 Definicao e notaciao

Sejam X e Y dois conjuntos. Uma funcio f de X em Y é uma regra que associa a cada elemento

x € X exatamente um elemento y € Y. Escrevemos

7



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 8

Figura 2.3: Uma fung¢do vista como uma maquina deterministica: entradas admissiveis sdao
processadas e cada uma produz uma Unica saida.

f: X—=Y, x = f(x).

Nessa notacao:

* X ¢ o dominio, isto ¢, o conjunto das entradas permitidas;
* Y ¢é o contradominio, o conjunto no qual declaramos que as saidas estao;
* x ¢ um argumento ou uma entrada;

* f(x) é o valor da func¢do ou a saida correspondente a x.

A palavra “exatamente” ¢ essencial. Uma entrada do dominio nao pode ficar sem saida e também
nao pode possuir duas saidas diferentes. Nada impede, entretanto, que duas entradas distintas

produzam a mesma saida. Por exemplo, para f(x) = 22, temos f(2) = f(—2) = 4.

Na programagao, a assinatura de uma fun¢ao expressa ideia semelhante a notacdo matematica. A

declaragdo conceitual

quadrado : Real -> Real

corresponde a ¢: R — R, g(z) = 2. O tipo de entrada descreve o dominio esperado, enquanto
o tipo de retorno descreve o contradominio. A analogia ndo ¢ perfeita: uma fungdo matematica
nao altera estado, ndo realiza entrada e saida e sempre associa o mesmo valor a mesma entrada.
Em computacdo, fungdes com essas propriedades sdo frequentemente chamadas de funcdes

puras.
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! Fungdo néo ¢ apenas formula

Uma fungao pode ser descrita por uma formula, uma tabela, um algoritmo ou uma regra
verbal. O que a caracteriza ¢ a associacdao inequivoca entre entradas e saidas, e ndo a forma

usada para apresenté-la.

2.2.2 Dominio, contradominio e imagem

A imagem de f ¢ o conjunto das saidas que a fungdo realmente produz:

im(f) = {f(z) |« € X}.

Sempre vale im(f) C Y, mas a inclusio pode ser estrita. Considere

q: R —> R, q(x) = x°.

O contradominio declarado ¢ R, porém nenhum numero negativo ¢ produzido. Logo,

im(q) = [0, 00).

Essa distingdo importa em computacao. Um tipo de retorno pode permitir muitos valores, embora
uma implementacao produza apenas parte deles. Também importa para decidir se uma fungao

possui inversa.

Quando uma férmula ¢ apresentada sem dominio explicito, costuma-se adotar o maior subconjunto

dos reais em que a expressao faz sentido. Assim,

1
r@) = x(x —3)

tem dominio R \ {0, 3}, pois divisdo por zero ndo esta definida. Ja s(z) = /z, como fungdo
real, tem dominio [0, 00). Em um programa, tentar avaliar essas expressdes fora do dominio
pode provocar uma excecao, um valor especial como NaN ou um resultado pertencente a outro

sistema numérico, como os complexos.
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2.2.3 Diferentes maneiras de representar uma funcio

Uma mesma fung@o pode ser apresentada de varias formas, cada uma conveniente para um tipo

de problema.

2.2.3.1 Foérmula

Uma formula descreve diretamente como calcular a saida. Na queda livre ideal, partindo do

repouso, a distancia percorrida apos ¢ segundos €

1
s(t) = §gt2, t >0,

em que g ~ 9,8m/s>. Por exemplo, s(2) = 19,6 m. A férmula deixa evidente a dependéncia
entre tempo e distancia.
2.2.3.2 Tabela ou dicionario

Uma fun¢do sobre um conjunto finito pode ser armazenada como tabela. Um sistema pode

associar extensdes de arquivos aos respectivos tipos:

Entrada Saida

.png imagem
.qmd documento Quarto

Py cddigo Python

Essa representacdo ¢ semelhante a um dicionario ou mapa em uma linguagem de programagao:

uma chave valida determina um unico valor.

2.2.3.3 Algoritmo

Algumas fungdes sao descritas mais naturalmente por uma sequéncia de instrugdes. A funcao

que informa se um inteiro € par pode ser definida por

def eh_par(n: int) -> bool:

return n Y ==

Matematicamente, ela tem a forma

par: Z — {falso, verdadeiro}.

10
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O codigo ¢ uma implementacdo da regra matematica. Diferentes algoritmos podem implementar

a mesma fun¢do, com custos diferentes de tempo e memoria.

2.2.3.4 Grafico

Para fungdes reais de uma variavel real, o grafico ¢ o conjunto

Gy = {(z.f(@)) | 7 € X}.

Cada entrada = determina um ponto de altura f(z). O teste da reta vertical fornece uma
verificacao visual: se alguma reta vertical intercepta a curva em mais de um ponto, a relacao

desenhada nao representa y como fungdo de x.

Um grafico revela tendéncias, maximos, minimos e descontinuidades, mas uma figura amostrada
ndo substitui a defini¢do exata. Em computacdo grafica, unir pontos calculados pode esconder

oscilacoes ou descontinuidades existentes entre as amostras.

2.2.4 Funcoes de varias variaveis

Entradas computacionais frequentemente sao vetores, € ndo niumeros isolados. Uma fungao que

estima a nota final usando prova e projeto pode ser escrita como

n: [0,10* — [0,10],  n(p,j) = 0,6p + 0.4].

O argumento ¢é o par (p, j). De modo geral, modelos de aprendizado de maquina recebem vetores

X = (1’1,1’2, s ,xd) c [Rd

e produzem uma saida f(x). Em classificagio bindria, por exemplo, pode-se ter f: R —

{—1,+1}; em classificagdo com k classes, uma saida comum ¢ um vetor de k probabilidades.

2.2.5 Funcoes totais e parciais

Pela defini¢do adotada, f: X — Y precisa fornecer uma saida para todo z € X; dizemos
que ela ¢ total em X. Em computacdo, contudo, operagdes podem falhar ou ndo terminar. A
busca por uma chave inexistente, a divisdo por zero ou um algoritmo que entra em lago infinito

comportam-se como fungdes parciais.

11
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Ha duas maneiras usuais de modelar esse fato. Podemos restringir o dominio as entradas validas

ou ampliar o contradominio com um valor que represente auséncia ou erro. Por exemplo,

buscar: K — V U {L},

em que L significa “valor ndo encontrado”. Tipos como Option, Maybe e Result tornam essa

possibilidade explicita e ajudam o compilador a exigir o tratamento do caso excepcional.

2.2.6 Propriedades importantes
Seja f: X =Y.
+ f éinjetora quando entradas diferentes produzem saidas diferentes:
Ty F 2y = fz1) # f(22).
+ f ésobrejetora quando todo elemento do contradominio ¢ atingido:
im(f) =Y.

+ f é bijetora quando ¢ simultaneamente injetora ¢ sobrejetora.

Uma fung¢do hash comum ilustra a auséncia de injetividade: o conjunto de entradas possiveis
costuma ser muito maior do que o conjunto de codigos produzidos, portanto colisdes sdo inevita-
veis. Ja uma codificagdo reversivel precisa preservar informacao suficiente para que entradas

distintas ndo se confundam.

2.2.7 Composicao de fungoes
Considere fungdes compativeis
f+ X—=>Y e g:Y — 7.

A composiciao de g com f ¢ a fungdo

gof: X =2,  (gof)(z)=g(f(x)).

Primeiro aplicamos f e, depois, aplicamos ¢ ao resultado. A ordem de leitura da expressdo,

portanto, ¢ da direita para a esquerda.

12
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90FAe 99 F A 900AS

Figura 2.4: A composi¢do conecta duas transformacdes: a saida da primeira funcao torna-se a
entrada da segunda.

Por exemplo, sejam f(x) = 2z + 1 e g(y) = y*. Entdo

(9o f)(@) =92z +1) = (22 + 1)

enquanto

(fog)(z) = f(a?) =222 + 1.

Em geral, g o f # f o g. A composi¢do também s6 faz sentido quando as saidas da primeira
etapa sao entradas validas para a segunda. Essa verificagdo corresponde, em programacao, a

compatibilidade entre tipos em um pipeline.

def normalizar(texto: str) -> str:

return texto.strip().lower()

def comprimento(texto: str) -> int:

return len(texto)

def tamanho normalizado(texto: str) -> int:

return comprimento(normalizar(texto))

Nesse exemplo, normalizar produz uma cadeia de caracteres, exatamente o tipo

13
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aceito por comprimento. A fun¢@o tamanho_normalizado implementa a composicao

comprimento o normalizar.

A composicao ¢ associativa: quando os tipos sdo compativeis,

heol(gef)=(heog)ef.

Essa propriedade permite construir sistemas complexos a partir de médulos menores, como

ocorre em compiladores, fluxos de processamento de dados e camadas de redes neurais.

2.2.8 Funcio identidade

Para qualquer conjunto X, a fungdo identidade ¢ definida por

idy: X = X, idy(z) = 2.

Ela ndo modifica a entrada e funciona como elemento neutro da composigao:

foidy =f e idy of = f.

Embora pareca trivial, a identidade ¢é util para expressar interfaces uniformes, etapas opcionais

de pipelines e conexdes residuais em redes neurais.

2.2.9 Funcio inversa

Uma fungdo f: X — Y possui umainversa f~': Y — X quando podemos desfazer sua agio
sem ambiguidade:

fYf(x))=x paratodox € X

f(f1(y) =y paratodoy €Y.

Isso acontece exatamente quando f ¢ bijetora. A injetividade garante que a saida identifica uma

unica entrada; a sobrejetividade garante que toda saida declarada pode ser invertida.

Por exemplo,

14
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f:R—=R, flz)=2zx+1

¢ bijetora. Para encontrar a inversa, escrevemos y = 2z + 1 e isolamos x:

Logo,

Podemos conferir compondo as duas fungoes:

(2x+1)—1

) = T =

2 ndo ¢é injetora em R, porque q(x) = q(—x). Ao restringir o dominio a [0, o) e

Jag(z) ==
usar o contradominio [0, o), obtemos uma bije¢do cuja inversa ¢ ¢! (y) = /Y. Portanto, a

invertibilidade ndo depende apenas da formula; depende também do dominio e do contradominio.

Geometricamente, os graficos de f e f~! sdo reflexos um do outro em relagdo a reta y = x.
Computacionalmente, inverter uma transformagao significa recuperar a entrada a partir da saida.
Criptografia reversivel, serializacdo sem perdas e mudancas de coordenadas exploram essa ideia;
ja compressao com perdas e fung¢des hash descartam informacao e, por isso, ndo admitem inversao

perfeita.

1 Nio confunda

/7! indica a fungdo inversa, enquanto 1/ f indica a fungdo reciproca, (1/f)(z) = 1/ f(x).

Sdo conceitos diferentes. Por exemplo, se f(z) = 2z, entio f1(z) = /2, mas

(1/)(x) = 1/(2).

2.2.10 Funcoes em aprendizado de maquina

Um modelo preditivo ¢ uma fun¢do parametrizada. Escrevemos

hy: X =Y,

15



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 16

em que w representa os parametros aprendidos a partir dos dados. Durante o treinamento, um

algoritmo modifica w; depois do treinamento, o modelo recebe uma entrada e calcula uma saida.

Uma camada linear, por exemplo, transforma um vetor x € R% em

f(x) =Wx+b.

Uma rede neural ¢ obtida pela composi¢ao de varias transformagdes. Em uma arquitetura simples,

h=fsofyo fi.

A entrada passa primeiro por f;, depois por f, e finalmente por f5. Assim, dominio, contradomi-
nio, composi¢do € imagem nao sao apenas abstragdes: eles descrevem diretamente como dados

percorrem um sistema computacional.

2.2.11 Exercicios de fixaciao

1. Para f: Z — Z, f(n) = 2n + 1, determine f(0), f(—3) e a imagem de f. A fungéo é
sobrejetora no contradominio declarado?

2. Explique por que a relagdo que associa uma pessoa a todos os seus numeros de telefone ndo
¢, sem uma convengao adicional, uma fun¢do com contradominio formado por nimeros
individuais. Como voc¢ alteraria o contradominio?

3. Sejam f(z) =z — 1 e g(x) = 3x. Calcule (go f)(2) e (fog)(2).

4. Determine um dominio e um contradominio para os quais f(z) = 1/z seja bijetora e
encontre sua inversa.

5. D& um exemplo de operagdo de programagao que seja parcial. Modele-a como uma fungao
total acrescentando ao contradominio um valor de erro.

6. Considere um modelo h: R™* — R0, Interprete as dimensdes de entrada e saida no

contexto da classificagdo de imagens de algarismos com 28 Xx 28 pixels.

2.3 Algarismos

Numeros sdo objetos abstratos; algarismos sdo simbolos usados para representd-los. O numero
doze, por exemplo, pode ser escrito como 12 no sistema decimal, 1100 no sistema bindrio ou
C no sistema hexadecimal. As trés escritas representam a mesma quantidade, assim como as

palavras “doze” e “twelve” expressam a mesma ideia em idiomas diferentes.

Para um estudante de Ciéncia da Computagao, distinguir o nimero de sua representacao €

16
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fundamental. Computadores armazenam sequéncias de bits, mas programas podem exibir essas
sequéncias em decimal, hexadecimal, como caracteres, cores ou instrugdes. O significado

depende da interpretacdo escolhida.

2.3.1 Sistemas de numeracio posicionais

Um sistema de numeracdo de base b utiliza b algarismos diferentes, com valores entre 0 e b — 1.
A posigao de cada algarismo determina por qual poténcia da base ele sera multiplicado. Para

uma sequéncia inteira

(ana’nfl a1a0>ba

seu valor é

O algarismo mais a direita ocupa a posicdo 0 e tem peso b = 1. A medida que caminhamos

para a esquerda, os pesos sao multiplicados sucessivamente pela base.

&

Figura 2.5: Em uma representacao posicional, cada casa possui um peso; as casas a esquerda
representam agrupamentos progressivamente maiores.

No sistema decimal, a base ¢ 10 e os algarismos disponiveis sdo 0, 1, ... ,9. Assim,

17
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(321);p =3-10*+2- 10" + 1 - 10°.

Os parénteses e o indice indicam explicitamente a base. Quando nao houver risco de ambiguidade,

omitiremos o indice decimal.

O zero exerce dois papéis importantes: pode representar a quantidade nula e também reservar
uma posi¢cdo. Em 205, o zero informa que ndo ha dezenas; sem ele, 25 representaria outro

numero.

1 Uma analogia util

Um hoddmetro ¢ um contador posicional. Quando uma roda completa todos os simbolos
disponiveis, ela retorna a zero e produz um “vai um” para a roda a esquerda. Em base 10,

1sso ocorre apds dez estados; em base 2, apds apenas dois.

2.3.2 Parte fracionaria

Posigdes a direita do separador representam poténcias negativas da base. Em base b,
n

(anan_l ...ao,a_la_z ')b = Z azbl

i=—m

Por exemplo,

(321,34);, =3-10°+2-10" +1-10°+3-107t +4-1072

Em notacao brasileira usamos virgula como separador decimal. Linguagens de programacao

normalmente exigem ponto, como em 321 . 34.

2.3.3 Base binaria

O sistema binario tem base 2 e utiliza somente os algarismos 0 e 1. Cada algarismo binario ¢

chamado de bit, contragdo de binary digit. Os pesos das posigdes inteiras sao

..,2%,24.23 92 ol 90 — 32 16,8,4,2,1.

Para converter uma representacdo binaria em decimal, somamos os pesos das posi¢cdes que

contém 1. Por exemplo,
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(1101) =1-2341-224+0-2'+1-20=8+4+0+ 1 = (13),,.

O binario ¢ apropriado para circuitos digitais porque dois estados fisicos distinguiveis podem
representar () e 1: tensdo baixa e alta, chave aberta e fechada ou auséncia e presenca de carga.
Isso ndo significa que o computador “compreenda” niimeros bindrios; significa apenas que

convencionamos interpretar estados fisicos dessa maneira.

2.3.4 Conversao de decimal para binario

Para converter um inteiro decimal ndo negativo em bindrio, podemos dividi-lo repetidamente

por 2 e registrar os restos. Os restos devem ser lidos da ultima divisdo para a primeira.

Convertamos (45);:

Divisdo Quociente Resto

45 + 2 22 1
22 +2 11 0
11+2 5 1
o5+2 2 1
2+2 1 0
1+2 0 1

Lendo os restos de baixo para cima, obtemos

(45)1, = (101101),.

Podemos verificar: 32 +8 +4 + 1 = 45.

Em Python, bin (45) devolve a cadeia '0b101101'. O prefixo Ob informa que a representacao

estd em base 2; ele ndo faz parte dos algarismos do niimero.

2.3.5 Base hexadecimal

Representagdes binarias longas sdo dificeis de ler. O sistema hexadecimal, de base 16, oferece

uma escrita compacta e alinhada aos bits. Ele usa os algarismos

0,1,..,9,A,B,C,D,E,F,

19



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 20

em que A a F representam os valores decimais 10 a 15. Por exemplo,

(AO2F) ;5 = 10-16% 40162 +2- 16" + 15 - 16° = (41007),.

Como 16 = 24, cada algarismo hexadecimal corresponde exatamente a quatro bits:

Bindrio Hexadecimal Decimal

0000
0001
0010
0011
0100
0101
0110
0111
1000
1001
1010
1011
1100
1101
1110
1111

O 00 9 N Dk~ W N — O

T M O Q W © 0N O 0ok NN = O
— e e
A W O = O

[
9]

Para converter binario em hexadecimal, agrupamos os bits de quatro em quatro, comegando pela

direita. Se necessario, completamos o grupo da esquerda com zeros:

(10110110), = (1011 0110), = (B6)ys.

O processo inverso consiste em substituir cada algarismo hexadecimal por seus quatro bits.

Assim,

(3A)46 = (0011 1010),.

Em programas, o prefixo Ox costuma indicar hexadecimal: 0x3A. Endere¢os de memoria, masca-

ras de bits, cddigos de cor e ferramentas de depuragdo frequentemente usam essa base.
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2

9uuu BeLe

Figura 2.6: Um byte contém oito bits e pode ser separado em dois grupos de quatro; cada grupo
corresponde a um algarismo hexadecimal.

2.3.6 Bits, nibbles, bytes e capacidade

Um grupo de quatro bits ¢ informalmente chamado de nibble. Um grupo de oito bits ¢ um byte.

Com n bits existem

27’L

sequéncias distintas. Um byte, portanto, admite 28 = 256 padrdes, de 00000000 a 11111111,

Se interpretados como inteiros sem sinal, esses padrdes representam os valores de 0 a 255.

Em geral, n bits representam inteiros sem sinal no intervalo

0<ax<2"—1.

O limite superior contém —1 porque uma das 2" combinagdes ¢ usada para representar o zero.

Quantidade de bits Numero de padroes Intervalo sem sinal

4 16 0ald
8 256 0a 255
16 65 536 0a 65535
32 4294967296 0a4294967295
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2.3.7 Inteiros com sinal e complemento de dois

Para representar numeros negativos, computadores modernos geralmente usam complemento

de dois. Com n bits, o intervalo passa a ser

—on—l < g <onl 1,

Em oito bits, isso corresponde a —128 até 127. O bit mais a esquerda possui peso —2" !,

enquanto os demais mantém pesos positivos. Por exemplo,

(11111101)y = —27 +26 425 424 1+ 23 122 1 0. 2! 420 = 3.

Uma maneira pratica de obter a representacdo de —x ¢ inverter todos os bits da representacdo de

x e somar 1. Em oito bits:

3 = 00000011 — 11111100 — 11111101 = —3.

Na etapa intermediaria, todos os bits foram invertidos; na etapa final, somamos 1.

Overflow

Uma quantidade fixa de bits possui capacidade finita. Em um inteiro sem sinal de oito bits,
255 + 1 produz 00000000 se o calculo descartar o transporte final. Esse retorno ao inicio

¢ chamado de overflow ¢ pode causar erros graves quando nao € previsto.

2.3.8 Fracoes binarias e representacao inexata

As posigdes a direita do separador binario tém pesos 271,272,273, .... Portanto,

(10,101)y =121 +0-20+1-271 +0-272 41273 = (2,625),,.

Nem toda fragdo decimal possui representagdo bindria finita. O nimero decimal O, 1, por exemplo,
torna-se uma expansao bindria infinita. Como a memoria ¢ finita, o computador armazena uma

aproximacao. Isso explica por que, em muitas linguagens,

0.1 + 0.2 ==0.3
resulta em False.
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Numeros de ponto flutuante normalmente sdo armazenados em uma forma analoga a notagao
cientifica, com sinal, significando e expoente. O padrao IEEE 754 especifica formatos ampla-
mente usados. Para célculos financeiros, em que centavos precisam ser exatos, pode ser melhor

usar inteiros ou tipos decimais apropriados.

2.3.9 Bits nao possuem significado isolado

A sequéncia 01000001 pode ser interpretada de varias maneiras. Como inteiro sem sinal, vale 65.
Segundo a codificagdo ASCII, representa o caractere A. Também pode ser parte de uma instrugao,
de um pixel ou de um niimero em ponto flutuante. Os bits sdo os mesmos; o tipo e o contexto

determinam a interpretacao.

Essa observacdo conecta sistemas de numeragdo a um tema central da computacdo: dados
precisam de uma convengdo de codificacdo. Um arquivo ndo contém “uma imagem” ou “um

texto” de maneira intrinseca; contém bytes interpretados segundo um formato.

2.3.10 Operacoes bit a bit
Linguagens de programagao oferecem operagdes que atuam diretamente sobre os bits:

» AND preserva uma posi¢ao somente quando os dois bits sdo 1;
* OR produz 1 quando pelo menos um dos bits ¢ 1;

* XOR produz 1 quando os bits sdao diferentes;

e NOT inverte cada bit;

* deslocamentos movem os bits para a esquerda ou para a direita.

Por exemplo,

1010, AND 11005 = 1000,.

Deslocar um inteiro nao negativo uma posi¢ao para a esquerda corresponde, quando nao ha
overflow, a multiplica-lo por 2. Deslocar para a direita corresponde a uma divisdo inteira por 2.
Essas operagdes aparecem em mascaras de permissdes, protocolos de comunicagdo, compressao

e programacao de baixo nivel.

2.3.11 Exemplo em Python

O codigo seguinte mostra diferentes representagdes do mesmo inteiro:
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n:

45

print(bin(n)) # 0b101101
print(oct(n)) # 0055

print (hex(n)) # 0x2d
print(int("101101", 2)) # 45
print(£"{n:08b}") # 00101101

bin, oct e hex devolvem textos. O valor armazenado em n ndo “esta em decimal” ou “esta em

hexadecimal”; essas bases dizem respeito a maneira escolhida para escrever ou exibir o valor.

2.3.12 Estratégias para evitar erros

Ao trabalhar com representacdes numéricas, convém seguir algumas praticas:

1.

Indique a base quando ela ndo estiver evidente: (101),, (101);, ¢ (101),4 sdo numeros

diferentes.

2. Verifique o intervalo permitido pelo tipo antes de realizar operagoes.

Nao compare niimeros de ponto flutuante esperando igualdade exata; use uma tolerancia
adequada.
Diferencie valor numérico de texto. A cadeia "10" possui dois caracteres; o inteiro 10 €

um valor numérico.

. Use hexadecimal para inspecionar grupos de bits, mas converta cada algarismo com

atencao.

2.3.13 Exercicios de fixaciao

noh W 5° =

*

Expanda (5072),, como soma de poténcias de 10.

Converta (101011), para decimal e confirme o resultado somando os pesos das posigdes.
Converta (73), para binario pelo método das divisdes sucessivas.
Converta (11011110),, para hexadecimal e (7A);4 para binario.
Qual ¢ o maior inteiro sem sinal representavel com 12 bits? Quantos padrdes diferentes
existem?

Determine o intervalo de inteiros com sinal em complemento de dois para 16 bits.

7. Interprete 01000001 como inteiro sem sinal e pesquise qual caractere ASCII possui esse

codigo.

. Explique, com suas palavras, por que 0, 1 ndo pode ser representado exatamente por um

numero binario finito.
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9. Calcule 10110100 AND 11110000 e explique como essa operacao pode servir para sele-

cionar os quatro bits mais significativos de um byte.
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Capitulo 3

O que é um problema de aprendizado?

Programar um computador significa especificar um procedimento capaz de transformar entradas
em saidas. Em muitos problemas, conhecemos bem esse procedimento. Para calcular a area
de um circulo, por exemplo, fornecemos ao computador a férmula A(r) = 7r2. Para ordenar
uma lista, implementamos um algoritmo de ordenacdo. As regras sdo escritas por uma pessoa e

executadas pela maquina.

Ha, porém, tarefas para as quais ¢ dificil formular todas as regras explicitamente. Como escrever
uma lista completa de instru¢des para reconhecer um rosto, detectar uma tentativa de fraude ou
estimar o preco de uma residéncia? Uma pessoa realiza algumas dessas tarefas pela experiéncia,
mas pode ndo conseguir descrever cada decisdo como uma sequéncia rigida de condigdes. Nesses
casos, podemos fornecer exemplos e fazer um algoritmo ajustar uma fungao que reproduza, tao

bem quanto possivel, os padrdes observados.

Esse processo ¢ chamado de aprendizado de maquina. O computador ndo aprende no mesmo
sentido que uma pessoa, nem descobre necessariamente uma lei verdadeira da natureza. Ele
executa um algoritmo de otimizacao que escolhe, dentro de uma familia de fungdes possiveis,

aquela que obtém um bom desempenho segundo um critério matematico.

3.1 Programacao convencional e aprendizado de maquina

Na programacao convencional, dados e regras sdo fornecidos ao computador, que calcula uma

saida:
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00000
00000
SEEEEN
SEEEEN
AAAAA

— A —| @

Figura 3.1: Na programacdo convencional, regras orientam o processamento dos dados; no
aprendizado de maquina, exemplos sdo usados para ajustar um modelo que faré previsdes sobre

novas entradas.

Dados de entrada

Regras escritas pelo
programador

Programa

y

Saida

Um programa que calcula o imposto devido € um exemplo tipico. As aliquotas e condigdes sdo

conhecidas, codificadas e aplicadas aos dados do contribuinte. Se a legislagdo mudar, alguém

deve alterar as regras do programa.

No aprendizado supervisionado, os dados de treinamento ja incluem exemplos de entradas e das

saidas desejadas. Um algoritmo utiliza esses pares para produzir um modelo:
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Exemplos de treinamento

Conjunto de hipoteses

Depois do treinamento, o modelo € usado para calcular previsdes:

Medida de erro

Algoritmo de aprendizado

Nova entrada

Modelo treinado

Previsao

Modelo tre

E importante separar essas duas fases. Treinar significa escolher ou ajustar o modelo usando

dados conhecidos. Inferir ou predizer significa aplicar o modelo ja treinado a uma nova

entrada. O treinamento pode exigir milhdes de exemplos e grande capacidade computacional;

uma inferéncia individual pode ser muito mais barata.

3.2 Elementos de um problema de aprendizado

Um problema de aprendizado supervisionado pode ser descrito inicialmente por cinco compo-

nentes.

1.

O algoritmo de aprendizado recebe os dados e procura uma hipotese que tenha erro pequeno.

Entradas: objetos sobre os quais queremos tomar uma decisao. Representamos o conjunto

de entradas possiveis por X.

Saidas: respostas que desejamos produzir. O conjunto de saidas possiveis ¢ denotado por

Y.

Dados: exemplos observados, frequentemente pares (x,,y,;) comz, € X ey, € Y.

Modelo: uma fun¢do h: X — Y, também chamada de hipotese, usada para produzir

previsoes.

Critério de qualidade: uma medida que quantifica o quanto as previsdes de h diferem

das respostas observadas.
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Em notacdo compacta, uma amostra supervisionada com N exemplos ¢

D= {(xl,yl), <32ay2>7 e (xN7yN)}'

O objetivo ndo € apenas memorizar esses pares. Queremos que a funcao aprendida produza
boas respostas para entradas que ndo estavam na amostra. Essa capacidade ¢ chamada de

generalizacio.

! Aprender nao ¢ memorizar

Um modelo que acerta todos os exemplos de treinamento pode ainda falhar diante de novos
dados. O sucesso de um sistema de aprendizado ¢ medido principalmente pelo desempenho

fora da amostra usada para ajusta-lo.

3.3 Um exemplo: filtragem de spam

Considere o problema de classificar mensagens como spam ou ndo spam. O espago de entrada

X ¢é formado pelas mensagens possiveis, e o espago de saida é

Y ={0,1},

em que podemos convencionar 1 para spam e 0 para ndo spam.

O computador nao manipula diretamente o significado linguistico de uma mensagem. Primeiro,
precisamos transforma-la em atributos numéricos, como numero de links, frequéncia de certas

palavras, tamanho do assunto ou identidade do remetente. Essa transformag¢ao produz um vetor

X = (l’l,xQ, ces ,:L'd> - [Rd.

Um conjunto de mensagens previamente rotuladas forma os dados de treinamento. O algoritmo
ajusta um classificador h: RY — {0, 1}. Para uma nova mensagem, calculamos /(x) e usamos

o resultado como previsao.
Mesmo nesse exemplo simples surgem decisdes importantes:

* 0s e-mails rotulados representam adequadamente as mensagens futuras?
* os rotulos estdo corretos?
* quais atributos devem ser extraidos?

* qual tipo de fun¢ao serd usado como hipdtese?
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* qual € o custo de bloquear uma mensagem legitima em comparagdo com deixar passar um

spam?

Essas perguntas mostram que aprendizado de maquina nao consiste apenas em executar um
algoritmo. E necessario formular o problema, obter dados adequados, escolher representagdes e

avaliar riscos.

3.4 Tipos de saida

A natureza de Y ajuda a identificar o tipo de tarefa.

* Na classificagdo, a saida pertence a um conjunto finito de categorias. Exemplos: spam ou
ndo spam; espécie de uma planta; algarismo presente em uma imagem.

* Na regressio, a saida ¢ numérica. Exemplos: preco de uma casa, temperatura futura ou
tempo necessario para concluir uma tarefa.

* No ranqueamento, o objetivo € ordenar itens por relevancia, como resultados de uma
busca.

* Na geracio, a saida pode ser uma sequéncia complexa, como texto, audio, imagem ou

codigo.

Um mesmo contexto pode originar formulag¢des diferentes. Para analisar risco de crédito, podemos
prever pagara oundo pagara (classificacdo), estimar a probabilidade de pagamento (regressao

probabilistica) ou ordenar clientes do menor para o maior risco (ranqueamento).

3.5 De onde vém os exemplos?

Dados ndo aparecem prontos e neutros. Eles sdo coletados por sensores, formularios, registros
de sistemas, experimentos ou pessoas responsaveis por rotular exemplos. Cada mecanismo de

coleta introduz escolhas e possiveis erros.

Uma amostra pode ser enviesada quando representa alguns grupos ou situagdes melhor do que
outros. Dados historicos também podem preservar decisdes injustas do passado. Além disso, o
ambiente pode mudar: padroes de fraude, linguagem usada em spam e preferéncias de usuarios

nao permanecem constantes para sempre.

Por isso, a origem dos dados deve ser documentada. Devemos perguntar quem ou o que ficou de
fora, como os rétulos foram definidos, quais erros de medicao existem e se o uso pretendido €

compativel com o consentimento e a privacidade das pessoas envolvidas.
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3.6 Hipotese, parametros e algoritmo

Trés conceitos proximos precisam ser distinguidos:

* a hipotese ¢ uma fun¢do candidata h: X — Y;

* 0s parametros sdo valores internos que determinam uma hipotese especifica;

* 0 algoritmo de aprendizado ¢ o procedimento que escolhe os pardmetros a partir dos
dados.

Por exemplo, uma fung¢do linear pode ser escrita como

By p(X) = Wix +b.

Os valores de w e b sdo parametros. O conjunto de todas as fungdes obtidas ao variar esses
pardmetros ¢ uma familia de hipdteses. Um algoritmo de treinamento procura valores que

reduzam o erro nos exemplos disponiveis.

Em uma rede neural, ha muitos parametros organizados em matrizes ¢ vetores. Embora a
arquitetura seja especificada pelo programador, os valores desses pardmetros sdo ajustados

durante o treinamento.

3.7 Erro e objetivo de treinamento

Para comparar uma previséo h(z;) com a resposta correta y,, usamos uma fungéiio de perda.

Em regressdo, uma escolha simples ¢ o erro quadratico:

U(h(x;),y;) = (h(z;) — yi)2'

O erro médio na amostra é entdo

Ep(h) =5 > tb(a). ).

Treinar pode ser visto como procurar uma hipdtese com valor pequeno de F',(h). Entretanto,
minimizar apenas o erro de treinamento pode favorecer modelos que memorizam detalhes
acidentais. Mais adiante discutiremos separacao entre treino e teste, regularizacdo e limites de

generalizagao.
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3.8 Quando usar aprendizado de maquina?

Aprendizado de maquina tende a ser util quando ha dados representativos, uma meta mensuravel
e uma relacdo entre entradas e saidas que pode ser explorada. Também ¢ importante que o padrao

procurado seja relativamente estavel e que os erros possam ser monitorados.

Nem todo problema precisa de aprendizado. Uma regra explicita ¢ geralmente preferivel quando
¢ conhecida, curta, confidvel e facil de manter. Nao faz sentido treinar um modelo para converter
graus Celsius em Fahrenheit ou verificar se um nimero inteiro ¢ par. Nesses casos, a solu¢ao

deterministica ¢ mais transparente e exata.

Também devemos ser cautelosos quando ha poucos dados, quando o custo de um erro ¢ muito
alto ou quando ndo existe uma forma responsavel de avaliar o sistema. Em aplicagdes médicas,
juridicas, financeiras ou de segurancga, previsdes precisam de validagdo rigorosa, supervisao

humana e andlise das consequéncias.

3.9 Um roteiro para formular o problema

Antes de escolher um algoritmo, ¢ 1til responder as seguintes perguntas:

1. Qual decisdo ou previsdo queremos produzir?

2. O que constitui uma entrada e quais informagdes estardo disponiveis no momento da
previsao?

Qual ¢ o espaco de saidas?

De onde virdo os exemplos e como serdo rotulados?

Como mediremos um erro e quais tipos de erro sao mais graves?

Como verificaremos o desempenho em dados ainda ndo vistos?

NS n kAW

Como o sistema serd monitorado ap6s entrar em uso?

Esse roteiro evita um erro comum: comegar pelo modelo antes de definir claramente o problema.
Um sistema tecnicamente sofisticado ndo compensa uma pergunta mal formulada ou dados
inadequados.

3.10 Exercicios de fixacao

1. Compare programacao convencional e aprendizado de maquina usando como exemplo a
deteccao de mensagens de spam.

2. Para um sistema que estima o tempo de entrega de uma encomenda, identifique X, Y,
possiveis atributos e o tipo de tarefa.

3. Explique a diferenga entre treinamento e inferéncia.
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4. D& um exemplo de modelo que memoriza os dados de treinamento, mas ndo generaliza.

5. Proponha uma tarefa para a qual uma regra explicita seja melhor do que aprendizado de
maquina e justifique.

6. Em um diagnostico assistido por computador, cite dois tipos de erro com consequéncias
diferentes. Como essa diferenca deveria influenciar a avaliagao?

7. Explique a diferenca entre hipotese, parametros e algoritmo de aprendizado no caso de

uma funcao linear.

3.11 Categorias de Aprendizado

Problemas de aprendizado podem ser organizados de acordo com o tipo de informagao disponivel
durante o treinamento € com a forma pela qual o sistema recebe retorno sobre suas decisdes. Essa
classificacdo orienta a preparagdo dos dados, a escolha dos algoritmos € a maneira de avaliar os

resultados.

As categorias ndo sdo caixas absolutamente isoladas. Um sistema real pode combinar varias
delas: um modelo pode ser pré-treinado de forma autossupervisionada, refinado com exemplos
rotulados e depois ajustado com feedback humano por refor¢o. Ainda assim, compreender os

paradigmas separadamente fornece um vocabulario util para projetar solugdes.

o/ &/ 4/ AR
/ / / &) ¢ B
7 ®/ ®/ * O % & ~Ce

Figura 3.2: Trés paradigmas: exemplos rotulados no aprendizado supervisionado, descoberta de
estrutura no nao supervisionado e interagdo com recompensas no aprendizado por reforgo.
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3.11.1 Especificar regras ou aprender com dados?

Antes de comparar as categorias, convém distinguir duas formas de construir um sistema. Na
especificacao direta, o programador determina explicitamente as regras. Para verificar se uma
senha possui pelo menos doze caracteres, basta escrever uma condi¢do. A regra ¢ conhecida,

verificavel e ndo precisa ser estimada.

No aprendizado de maquina, o programador especifica a representacao dos dados, a familia de
modelos, a medida de erro e o procedimento de treinamento. As decisdes internas do modelo sdo
ajustadas usando exemplos. Portanto, o sistema nao elimina a especificagdo humana; ele desloca

parte dela das regras finais para o processo pelo qual as regras paramétricas seriao ajustadas.

Considere a identificagdo de moedas por didmetro ¢ massa. Se o fabricante fornece intervalos
exatos e estaveis para cada moeda, podemos codificar esses limites diretamente. Se as medi¢des
variam por desgaste, ruido do sensor ou diferencas de fabricacdo, podemos coletar exemplos e
ajustar fronteiras de decisdo. A escolha entre regras e aprendizado depende do conhecimento

disponivel, da variabilidade do problema e do custo dos erros.

1 Uma distingdo pratica

Regras definidas antes de observar exemplos constituem uma especificagdo. Parametros
ajustados a partir dos exemplos constituem aprendizado. Na prética, sistemas frequente-
mente combinam ambos: regras garantem restricdes obrigatorias, enquanto modelos tratam
padrdes dificeis de descrever.

3.11.2 Aprendizado supervisionado

No aprendizado supervisionado, cada exemplo de treinamento contém uma entrada e uma

saida desejada:

D = {<xz7yz) z']il-

O termo “supervisionado” ndo significa necessariamente que uma pessoa acompanha cada etapa
do treinamento. Significa que existe um alvo y, associado a cada entrada ;. Esse alvo pode
ter sido fornecido por especialistas, produzido por sensores, extraido de registros historicos ou
calculado por outro processo.

O algoritmo procura uma fungdo h: X — Y que aproxime a relagdo observada. Ha dois subtipos

centrais:

* classificacdo, quando Y contém categorias discretas, como spam ¢ ndo spam;
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* regressdo, quando Y ¢ numérico, como preco, temperatura ou duragao.

Por exemplo, para classificar e-mails, uma amostra pode conter vetores de atributos e seus rotulos:

(x;,9;), x; €RYy, €{0,1}.

O treinamento usa os rotulos para calcular o erro e corrigir o modelo. Depois, o classificador

recebe uma mensagem ainda ndo rotulada e estima sua classe.

Exemplos de aplicagdes supervisionadas incluem reconhecimento de caracteres, previsao de

inadimpléncia, diagndstico assistido, detec¢ao de objetos e estimativa de demanda.

3.11.2.1 Qualidade dos rotulos

Roétulos sdao medigdes e podem conter erros. Dois especialistas podem discordar sobre um
diagnoéstico; usuarios podem marcar mensagens legitimas como spam; registros histéricos podem
refletir decisdes enviesadas. Um modelo ndo possui acesso direto a “verdade”: ele aprende a

partir dos alvos fornecidos.

Também pode ocorrer vazamento de dados quando um atributo contém, direta ou indiretamente,
informacao que so estaria disponivel depois da resposta que queremos prever. Um modelo de
risco hospitalar ndo deve usar um procedimento realizado apds o diagndstico como entrada para

prever esse mesmo diagnostico.

3.11.3 Aprendizado nao supervisionado

No aprendizado nio supervisionado, a amostra contém entradas sem uma saida-alvo explicita:

D = {z, 511-

O objetivo € encontrar estrutura nos dados: grupos, dire¢des de maior variacao, representagoes
compactas ou exemplos atipicos. Como ndo hé rotulos corretos disponiveis durante o treinamento,
a avaliacdo exige critérios diferentes daqueles usados na classificacio supervisionada.

As tarefas mais comuns incluem:

* agrupamento (clustering): reunir exemplos semelhantes;
* reducio de dimensionalidade: representar os dados usando menos variaveis;
* detec¢do de anomalias: localizar observagdes que diferem do padrdo predominante;

» estimativa de densidade: modelar regides mais € menos provaveis do espaco de dados.
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No exemplo das moedas, podemos representar cada moeda por massa e didmetro. Um algoritmo
de agrupamento pode separar concentragdes de pontos sem conhecer os valores monetarios.
Contudo, os grupos encontrados nao vém automaticamente acompanhados dos nomes “dez
centavos” ou “um real”. Além disso, dependendo da medida de distancia e do algoritmo, os
agrupamentos podem refletir tamanho, material, estado de conservagao ou simplesmente ruido.

Agrupamentos ndo sdo verdades ocultas

Um algoritmo nao supervisionado encontra estrutura segundo hipdteses matematicas es-
colhidas por n6s. Mudar a escala dos atributos, a no¢ao de similaridade ou o nimero de

grupos pode alterar completamente o resultado.

3.11.4 Aprendizado autossupervisionado

No aprendizado autossupervisionado, os alvos sdo construidos a partir dos proprios dados,
sem a necessidade de rotulagdo manual para cada exemplo. Escondemos ou transformamos parte

da entrada e treinamos o modelo para recupera-la.

Em modelos de linguagem, uma tarefa comum ¢ prever o proximo token:

(W, Wy, ...y Wy) > Wy .

O texto fornece tanto a entrada quanto o alvo. Em visdo computacional, podemos ocultar regides
de uma imagem e pedir ao modelo que reconstrua o conteudo ausente. Essas tarefas permitem

aprender representacdes gerais usando grandes volumes de dados ndo rotulados manualmente.

Embora os alvos sejam gerados automaticamente, o treinamento continua matematicamente
semelhante ao supervisionado: existe uma resposta esperada e uma fungao de perda. A diferenca

esta na origem da supervisao.

3.11.5 Aprendizado semissupervisionado

Rotular dados pode ser caro, enquanto coletar entradas sem rétulo pode ser facil. O aprendizado

semissupervisionado combina um pequeno conjunto rotulado

Dy, ={(z;,y;)}
com um conjunto maior sem rotulos

37



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 38

Dy = {$]}

O método tenta aproveitar a estrutura de Dy; para melhorar a previsdo, sem tratar automati-
camente toda predi¢cao do proprio modelo como verdade. Estratégias incluem pseudorrétulos,

regularizagdo por consisténcia e propagacao de rotulos em grafos.

Essa abordagem ¢ util em imagens médicas, audio e documentos, nos quais especialistas podem

rotular apenas uma fragdo do material disponivel.

3.11.6 Aprendizado por reforco

No aprendizado por refor¢co, um agente interage repetidamente com um ambiente. Em cada
instante ¢, ele observa um estado s;, escolhe uma agdo a,, recebe uma recompensa 7, ; € chega

a um novo estado s, :

ay
8p — (T411,8441)-

O objetivo ndo ¢ simplesmente prever um rotulo, mas aprender uma politica 7 que escolha agdes

capazes de maximizar a recompensa acumulada ao longo do tempo.

acao a_t

Agente Ambiente
¥— estado s_t e recompensa —|

r t

Uma recompensa imediata pode nao revelar a qualidade de uma acdo. Em um jogo de xadrez,
sacrificar uma peca reduz a vantagem material naquele momento, mas pode contribuir para a
vitdria muitos lances depois. Esse é o problema de atribuiciao temporal de crédito: determinar

quais decisdes anteriores foram responsaveis pelo resultado futuro.
3.11.6.1 Exploracao e aproveitamento

O agente enfrenta um dilema:

» aproveitar (exploitation) agdes que ja parecem boas;

* explorar acdes menos conhecidas que podem revelar estratégias melhores.

Se apenas aproveitar o conhecimento atual, pode permanecer preso a uma estratégia mediana. Se
explorar o tempo todo, deixa de usar o que aprendeu. Algoritmos de refor¢o equilibram esses

comportamentos de diferentes maneiras.
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Aplicagdes incluem controle robotico, jogos, alocacdo de recursos e sistemas de recomendagao
sequencial. O paradigma exige cuidado: uma recompensa mal definida pode induzir comporta-

mentos que maximizam a pontuagdo formal sem cumprir a inten¢do humana.

3.11.7 Aprendizado on-line e em lote
Outra distingao diz respeito a0 momento em que os dados chegam.

No aprendizado em lote (batch), o modelo ¢ treinado usando um conjunto previamente reunido.
Novos dados s6 influenciam o sistema em um treinamento posterior. No aprendizado on-line,

os parametros sao atualizados a medida que observagdes chegam.

Aprendizado on-line ¢ util para fluxos continuos e ambientes que mudam, mas requer mecanismos
contra ruido, ataques e esquecimento de padrdes anteriores. “On-line” nesse contexto ndo significa

necessariamente conectado a internet; significa atualizagdo incremental.

3.11.8 Comparacio entre paradigmas

Informacgao de

Paradigma treinamento Objetivo tipico Exemplo

Supervisionado pares (x,y) prever y para nova classificar spam
entrada

Nao supervisionado entradas x descobrir estrutura agrupar clientes

Autossupervisionado

Semissupervisionado

Por refor¢o

alvos derivados dos
dados
poucos rotulos e

muitas entradas

estados, acoes e

recompensas

aprender
representagoes
melhorar previsao
com dados nao
rotulados
maximizar retorno

acumulado

prever proximo token

classificar imagens

médicas

aprender uma

estratégia de jogo

Essa tabela descreve a fonte do sinal de aprendizado, e ndo o algoritmo especifico. Redes neurais,

por exemplo, podem ser usadas em todos esses paradigmas.

3.11.9 Como escolher a categoria?

A escolha comega pela informagdo disponivel e pela pergunta que desejamos responder:

1. Ha uma saida correta conhecida para cada exemplo? O problema pode ser supervisionado.
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2. Ha muitos dados, mas poucos rotulos? Considere aprendizado semissupervisionado ou

autossupervisionado.

3. Queremos explorar a estrutura dos dados sem prever um alvo conhecido? Trata-se de uma

tarefa ndo supervisionada.

4. As decisdes alteram estados futuros e o retorno ocorre ao longo do tempo? O paradigma

de reforgo pode ser apropriado.

Nao devemos escolher uma categoria apenas porque esta em evidéncia. Se existe uma regra

exata, ela pode ser mais adequada do que qualquer modelo aprendido. Se ndo ha dados capazes

de medir o objetivo, mudar o algoritmo nao resolve a formulagdo incompleta.

3.11.10 Exercicios de fixacao

1.

Classifique como supervisionada, ndo supervisionada ou por refor¢o: prever o prego de

uma casa; agrupar noticias por assunto; aprender a controlar um robd por recompensas.

. Explique por que prever o proximo token ¢ chamado de aprendizado autossupervisionado.

3. Um agrupamento separou clientes por regido, mas a equipe esperava grupos por comporta-

mento de compra. O resultado estd “errado”? Discuta o papel dos atributos e da métrica
de similaridade.

Dé um exemplo do dilema entre exploracao e aproveitamento fora de jogos.

. Explique a diferenca entre aprendizado on-line e um servigo disponivel na internet.

6. Proponha uma tarefa que combine pré-treinamento autossupervisionado e ajuste supervisi-

onado.

. Para identificagdo de moedas, descreva uma solucao por regras e uma solugao aprendida.

Em que condigdes vocé escolheria cada uma?

3.12 Exemplos de Aprendizado Supervisionado

O aprendizado supervisionado aparece em contextos muito diferentes, mas todos compartilham

a mesma estrutura: dispomos de entradas acompanhadas por respostas conhecidas e queremos

construir uma fun¢do que produza respostas adequadas para novas entradas. O dominio da

aplicacdo muda; a formula¢do matematica permanece semelhante.

Para analisar uma aplicagdo, ndo basta dizer que “usaremos inteligéncia artificial”. Precisamos

identificar claramente:

* qual objeto constitui uma entrada x;
* qual resposta sera usada como alvo y;

* se a tarefa € classifica¢do ou regressao;
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Figura 3.3: Diferentes dominios podem usar o mesmo padrdo supervisionado: exemplos acom-
panhados de alvos treinam um modelo que fara previsdes para novas entradas.

* como os exemplos serdo coletados;
* qual métrica traduz a qualidade desejada;

* quais sdo as consequéncias de cada tipo de erro.

Os estudos de caso seguintes aplicam esse roteiro.

3.12.1 Diagnostico assistido

Considere um sistema que auxilia profissionais de satde na identificagdo de uma doenga. Uma

entrada pode combinar idade, sintomas, resultados laboratoriais € medi¢des obtidas por equipa-
mentos:

X = ($1,$2,...,$d> c X.

Se o objetivo for indicar presenga ou auséncia de uma condi¢ao, podemos usar

Y = {0,1}.

Os exemplos de treinamento seriam registros clinicos cujo diagnostico foi estabelecido por um

procedimento de referéncia. O modelo aprenderia uma fungdo h: X — {0, 1} ou, preferencial-
mente, uma probabilidade estimada
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h(x)

&Q

P(Y =1] X =x).

Nesse dominio, dois erros merecem atengdo distinta. Um falso negativo ocorre quando uma
pessoa doente ¢ classificada como saudavel; um falso positivo ocorre quando uma pessoa
saudavel ¢ sinalizada como doente. A importancia relativa depende da condi¢do, do tratamento e

do uso do sistema. Por isso, apenas a porcentagem total de acertos pode ser insuficiente.

Também ¢é necessario separar correlacao de causalidade. Um modelo pode descobrir que certo
procedimento esta associado a doenga porque o procedimento costuma ser solicitado depois
que médicos ja suspeitam do diagndstico. Usar essa variavel pode produzir bom resultado

retrospectivo, mas nao uma ferramenta valida para detecgdo precoce.

Apoio ndo ¢ decisdao automatica

Em aplicacdes clinicas, o modelo deve ser validado na populacdo e no contexto de uso.
Uma previsao estatistica nao substitui avaliagdo profissional, protocolos de seguranga nem
responsabilidade institucional.

3.12.2 Filtragem de mensagens indesejadas

Na filtragem de e-mails, a entrada original ¢ uma mensagem e o alvo indica spam ou ndo spam.
Para processar o texto, extraimos atributos como frequéncia de termos, remetente, nimero de

links e caracteristicas do cabecalho.

Uma representagdo simples € o vetor de contagens. Escolhido um vocabulario com d termos, a

coordenada x; registra quantas vezes o termo j aparece:

x € N9, y € {0,1}.

O classificador ¢ treinado com mensagens previamente rotuladas. Entretanto, os padrdes mudam:
remetentes maliciosos adaptam sua escrita para evitar filtros, enquanto mensagens legitimas
passam a usar expressoes antes associadas a spam. Esse fenomeno ¢ um exemplo de mudanca

de distribuicao.

A escolha da métrica deve refletir a experiéncia do usuério. Bloquear um e-mail legitimo pode
ser mais grave do que deixar uma propaganda chegar a caixa de entrada. Por isso, precisdo,

revocagao e taxa de falsos positivos devem ser examinadas separadamente.
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3.12.3 Avaliacio de risco de crédito

Em uma andlise de crédito, a entrada pode conter renda, comprometimento mensal, historico de
pagamentos e caracteristicas do contrato. Ha varias perguntas possiveis, e cada uma define um

problema diferente:

* prever se ocorrera inadimpléncia: classificagdo binaria;
* estimar a probabilidade de inadimpléncia: regressio probabilistica;
* estimar o prejuizo esperado: regressao;

* ordenar propostas por risco: ranqueamento.

Para classificacdo, podemos escrever

h: X —{0,1},

mas a decisdo de conceder crédito ndo precisa coincidir diretamente com h(x). Uma politica

posterior pode considerar probabilidade estimada, valor solicitado, garantias e limites regulatdrios.

Dados historicos exigem analise cuidadosa. Observamos o pagamento apenas para pessoas que
receberam crédito no passado. Nao sabemos diretamente o que teria acontecido com propostas
recusadas. Além disso, decisdes anteriores podem conter discrimina¢cdo. Um modelo que imita

esses dados pode reproduzir ou ampliar desigualdades.

3.12.4 Previsao de desempenho esportivo

Em esportes, entradas podem reunir velocidade, distancia percorrida, precisdo, historico de lesdes
e estatisticas de partidas. O alvo deve ser definido de forma mensuravel. “Ser convocado para a
selecao” € um rotulo possivel, mas mistura desempenho com decisdes taticas, disponibilidade,

posic¢do e escolhas da comissdo técnica.

Uma formulac¢do mais especifica poderia prever a quantidade de agdes bem-sucedidas em uma

partida futura:

h: R — R<o-
Outra poderia estimar a probabilidade de lesdo em determinado intervalo. Em ambos os casos, €
importante evitar informagdes posteriores ao evento previsto e respeitar a privacidade dos atletas.

O exemplo evidencia que o alvo disponivel nem sempre coincide com a qualidade que realmente
queremos medir. Aprender a reproduzir convocagdes passadas ndo significa necessariamente

aprender “mérito esportivo”.
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3.12.5 Reconhecimento de imagens

Considere a classificagdo de imagens de algarismos manuscritos. Uma imagem em tons de cinza

com 28 X 28 pixels pode ser transformada em um vetor com 784 intensidades:

x € [0,1]784.

O rotulo pertence ao conjunto

Y ={0,1,2,...,9)}.

O modelo pode produzir dez pontuagdes, uma para cada classe. Apos uma normalizagdo, es-
sas pontuacdes podem ser interpretadas como probabilidades estimadas. A classe prevista ¢

frequentemente a de maior valor:
y = argmax hy(x).
key

Mesmo aqui existem dificuldades: caligrafias variam, algumas imagens sdo ambiguas e dados

de treinamento podem nao representar dispositivos ou populagdes futuras.

3.12.6 Previsao de demanda

Uma empresa pode querer estimar quantas unidades de um produto serdo solicitadas na proxima
semana. Entradas possiveis incluem vendas anteriores, preco, promogdes, feriados, regido e

disponibilidade em estoque. A saida ¢ uma quantidade numérica:

h: X = Ry,

Esse ¢ um problema de regressdao. Erros para cima e para baixo podem ter custos diferentes:
superestimar gera estoque parado; subestimar provoca falta do produto. Uma fungao de perda

assimétrica pode representar essa diferenca melhor do que o erro quadratico usual.

Séries temporais exigem uma divisdo de treino e teste que respeite o tempo. Treinar com
dados futuros para avaliar previsdes do passado causaria vazamento e produziria uma estimativa

irrealista de desempenho.

3.12.7 Comparando os exemplos

44



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem

45

Aplicagao Entrada Alvo Tarefa Risco relevante
Diagnéstico dados clinicos condi¢ao classificacao falsos negativos
assistido presente ou e positivos
ausente
Filtro de spam conteudo e spam ou nao classificacao bloquear
metadados spam mensagem
legitima

Crédito

Esporte

Algarismos

Demanda

atributos e

contrato

medigoes de
desempenho

pixels

historico e

contexto

inadimpléncia ou

prejuizo

resultado futuro

classede 0 a9

quantidade

futura

classificacao ou

regressao

classificacao ou
regressao
classificagao

multiclasse

regressao

viés e decisOes
seletivas
passadas

alvo representar
mal o objetivo
variacao e
ambiguidade
visual

estoque
excessivo ou

insuficiente

A tabela mostra que a mesma técnica pode aparecer em dominios distintos, mas os riscos € critérios

de sucesso ndo sdo intercambidveis. Uma acuracia considerada adequada em recomendagdo de

conteudo pode ser inaceitavel em uma triagem médica.

3.12.8 Da pergunta ao conjunto de dados

Depois de definir entrada e alvo, precisamos construir uma amostra. Um procedimento cuidadoso

inclui:

NSk

estabelecer como entradas e rotulos serdo medidos;
documentar dados ausentes e critérios de exclusdo;

separar exemplos de treinamento, validacao e teste;

planejar monitoramento apds a implantagdo.

determinar a populacgdo sobre a qual o sistema serd usado;

escolher métricas antes de observar o resultado final;

verificar desempenho por grupos e condicoes relevantes;

Esse processo € parte central do aprendizado supervisionado. Um conjunto grande de dados nao

corrige automaticamente rotulos ruins, amostragem enviesada ou uma pergunta mal definida.
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3.12.9 Exercicios de fixacao

1.

Para um sistema que prevé evasao de estudantes, defina entrada, alvo e tipo de tarefa. Cite

um possivel vazamento de dados.

. Explique por que “convocacao passada” e “qualidade esportiva” ndo sdo necessariamente

0 mesmo alvo.
Em um filtro de spam, compare as consequéncias de falso positivo e falso negativo.
Transforme a previsdo bindria de inadimpléncia em um problema de regressao e explique

o significado da saida.

. Para previsdo de demanda, proponha uma situagdo em que subestimar seja mais caro do

que superestimar.

6. Escolha uma aplicagdo da tabela e proponha duas métricas complementares para avalia-la.

. Crie um novo exemplo supervisionado e descreva X, Y, a origem dos rotulos e um risco

ético ou operacional.

3.13 Formalizacao

Até aqui descrevemos o aprendizado de maneira intuitiva. Agora reuniremos seus componentes

em uma notacdo Unica. A formaliza¢do ajuda a responder perguntas precisas: o que o algoritmo

recebe, o que ele escolhe, que quantidade procura minimizar € em que sentido esperamos que o

resultado funcione para dados futuros.

Figura 3.4: Uma distribuicdo gera uma amostra finita; o algoritmo seleciona uma hipdtese em
uma familia de modelos, e a hipotese ¢ avaliada em exemplos novos.
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3.13.1 Espaco de entrada e espaco de saida

O espaco de entrada X contém todos os objetos que podem ser apresentados ao modelo.
Dependendo da aplicag@o, um elemento x € X pode ser um nimero, um vetor, uma imagem,

uma sequéncia de tokens ou uma estrutura mais complexa.

O espaco de saida Y contém as respostas possiveis. Alguns exemplos sdo:

Y ={0,1}

para classificagdo binaria,

Y =1{1,2,... K}

para classificacdo com K classes, e

Y =R

para regressao. A escolha de X e Y faz parte da formulagao do problema. Dizer apenas “prever
crédito” ¢ insuficiente: precisamos decidir quais informagdes formam a entrada e se a saida sera

uma classe, uma probabilidade ou um valor monetario.

3.13.2 Processo gerador dos dados

Supomos que os pares entrada-saida sao produzidos por algum processo desconhecido. Repre-

sentamos esse processo por uma distribuicdo conjunta P sobre X x Y:

(X,Y) ~ P.

Aqui, X ¢ Y em maiusculas representam variaveis aleatorias; = e y representam valores obser-
vados. A distribui¢do P descreve tanto quais entradas sdo frequentes quanto como as saidas se

relacionam com elas.

Em um problema deterministico ideal, pode existir uma fungao-alvo

f+ X—=Y
tal que y = f(x) para todo exemplo. Entretanto, problemas reais frequentemente contém ruido,
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fatores ndo observados ou respostas genuinamente incertas. Nesse caso, uma unica entrada pode
estar associada a diferentes saidas com determinadas probabilidades. A descri¢do adequada ¢ a

distribui¢ao condicional

PY=y|X=uz).

Por exemplo, duas pessoas com os mesmos atributos registrados podem apresentar resultados
clinicos diferentes porque o vetor de entrada ndo contém toda a informacao biologicamente

relevante.

[ ~ I3 .
1 A fungao-alvo ¢ um modelo conceitual

Falar em uma funcao-alvo que “sempre acerta” pode ser util em problemas sem ruido, mas
nao deve ser tomado como regra geral. Em contextos probabilisticos, o alvo ideal pode ser

uma probabilidade, uma média condicional ou a decisdo que minimiza um custo esperado.

3.13.3 Amostra de treinamento

O algoritmo nao conhece P. Ele observa uma amostra finita de /V pares:

D = ((x17y1>7 <$27y2>7 ctt (xvaN»'

Frequentemente assumimos que esses pares sao independentes e identicamente distribuidos,

abreviado por i.i.d.:

(z;,9;) S P.

Essa hipotese afirma que cada exemplo foi obtido pelo mesmo processo € que a observacao de
um exemplo ndo altera as demais. Ela simplifica a teoria, mas nem sempre ¢ realista. Dados
temporais, pessoas da mesma familia, quadros consecutivos de um video ou multiplas medigdes

do mesmo paciente podem ser dependentes.

A amostra deve conter os pares (z,,y,), € ndo somente as entradas x,;, quando o problema

¢ supervisionado. Em aprendizado ndo supervisionado, por outro lado, observamos apenas

(Tq, .y Ty)-

3.13.4 Classe de hipodteses

Uma hipétese ¢ uma fun¢ao candidata que transforma entradas em previsoes:
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—~

h: X =Y.

Usamos Y porque o formato da previsdao pode diferir do alvo final. Em classificacao binéria,
por exemplo, o alvo pode pertencer a {0, 1}, enquanto o modelo produz uma probabilidade em

[0, 1] que depois sera convertida em classe.

A classe de hipoteses 7 é o conjunto de funcgdes entre as quais o algoritmo pode escolher:

0 representa os parametros do modelo. Para fungdes afins,

hw,b<X) = WTX + ba

temos 6 = (w, b). Em uma rede neural, § retine todas as matrizes de pesos e vetores de vieses.

A escolha de /£ impde um viés indutivo: limita os padrdes que o método consegue representar e
indica quais solugdes considera plausiveis. Sem alguma restri¢ao, os dados finitos nao determinam

como o modelo deve agir em pontos ainda ndo observados.

3.13.5 Funcao de perda
Uma funcio de perda mede a qualidade de uma previsdo para um Unico exemplo:
0:Y xY = [0,00).

O primeiro argumento ¢é a previsdo h(z); o segundo € o alvo y. Na regressdo, uma escolha

comum ¢ a perda quadratica:

Na classificagdo, a perda zero-um registra apenas se houve acerto:

0, h(m) =Y,

Copr (P(2),y) = L h(z) £y

Perda nao ¢ sindnimo de distancia entre entradas. Ela compara uma saida prevista com uma saida
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observada. Além disso, perdas diferentes expressam prioridades diferentes. Se um falso negativo

custa mais do que um falso positivo, a fun¢@o pode atribuir penalidades distintas a esses eventos.

3.13.6 Risco empirico

Como conhecemos apenas a amostra, calculamos a perda média nos dados observados:

N
ED(h) = Zah(xl)’%)

2=

Essa quantidade ¢ chamada de risco empirico, erro dentro da amostra ou erro de treinamento.

O acento em R lembra que se trata de uma estimativa construida a partir de uma amostra finita.

Um algoritmo de minimizagao do risco empirico procura

h € argmin R, (h).
heJt
O simbolo argmin devolve o argumento que minimiza a expressao — neste caso, uma fungao h

— e ndo o menor valor da expressao.

3.13.7 Algoritmo de aprendizado

Formalmente, um algoritmo de aprendizado A transforma uma amostra em uma hipétese:

A: (X xY)N 5%, D AD)=h.

O algoritmo pode usar descida do gradiente, uma solucdo algébrica, busca combinatdria ou outro
procedimento. A classe de hipdteses e o algoritmo ndo sao a mesma coisa. Dois algoritmos podem
procurar fungdes na mesma classe e produzir resultados diferentes por causa de inicializagao,

aproximacdes ou critérios de parada.

Em pseudocddigo, o fluxo geral é:

entrada: amostra D e classe de hipdteses H
inicialize os par@metros do modelo
repita:

calcule previsdes nos exemplos

avalie a perda média

atualize os pardmetros para reduzir a perda
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até o critério de parada

saida: hipdétese treinada h

Nem todo algoritmo segue literalmente esse ciclo iterativo, mas a descri¢do evidencia o papel de
cada componente.

3.13.8 Risco esperado e generalizacao

O que realmente desejamos minimizar nao € apenas o erro nos exemplos conhecidos, mas o erro

médio em novos pares gerados por P:

R(h) = IE(X,Y)NP WMX)’ Y)]

R(h) é chamado de risco esperado, risco verdadeiro ou erro fora da amostra. Como P ¢é
desconhecida, ndo podemos calcula-lo exatamente. Usamos dados de validagdo e teste para

estima-lo.

A lacuna de generalizacdo compara o risco esperado com o empirico:

R(h) — Rp(h).

Um modelo que memoriza a amostra pode ter R, (h) muito pequeno e, ainda assim, apresentar
R(h) grande. A teoria do aprendizado investiga condi¢des sob as quais o risco empirico fornece

informacao confiavel sobre o risco esperado.

3.13.9 Regularizac¢ao

Para desencorajar solugdes excessivamente complexas, podemos acrescentar um termo de regu-
larizagdo Q(h):

h € argmin [ED(h) + )\Q(h)} :
heJ

A > 0 controla o equilibrio entre ajustar os dados e preferir uma solu¢do mais simples. Em um
modelo linear, €2(h) pode penalizar pesos de grande magnitude. Regularizagdo também pode ser

implementada por parada antecipada, aumento de dados ou restricdes na arquitetura.
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3.13.10 Caso deterministico e caso probabilistico

No caso deterministico, supomos

Y = f(X),

¢ tentamos aproximar f. No caso probabilistico, modelamos

P(Y|X =z).

Para regressdo com perda quadratica, a fungdo que minimiza o risco esperado ¢ a média condici-

onal:

h*(z) =E[Y | X = z|.

Para classificagdo binaria, podemos estimar

nz)=PY=1|X=x)

e escolher a classe 1 quando 7(z) ultrapassa um limiar. O limiar ndo precisa ser 0,5 quando os

custos dos erros sao diferentes.

Essa perspectiva ¢ mais precisa do que imaginar que toda frequéncia observada ¢ uma propriedade
fixa da entrada. A amostra fornece evidéncia limitada sobre uma distribui¢do; o modelo utiliza

hipoteses e regularidades para generalizar além das ocorréncias registradas.

3.13.11 Exemplo completo

Considere uma regressao que estima o tempo de execu¢do de um programa a partir do tamanho
da entrada:

>0

A amostra contém medicoes

D = {(nivti> 1{1-
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Escolhemos a classe de fungdes afins

H ={hyp(n) =an+b|a,beR}

e a perda quadratica. O treinamento procura

. 1 &
(a,b) € argmin— E (an; +b— ti)Q.
a,b N =1

A hipétese treinada pode prever tempos para tamanhos ndo medidos. Entretanto, se o algoritmo
real tiver comportamento quadratico ou se a maquina usada em producao for diferente, a classe

linear ou a distribuicao de treinamento pode ser inadequada.

3.13.12 Mapa da notacgio

Simbolo Significado

espaco de entradas

espaco de saidas ou alvos

distribui¢do geradora dos pares (X,Y)
amostra finita de treinamento

classe de hipdteses

uma hipotese ou modelo candidato
parametros que determinam uma hipdtese
perda em um exemplo

risco empirico calculado na amostra

.

risco esperado sob a distribui¢ao P

S I A e TR B

algoritmo que transforma dados em hipotese

3.13.13 Exercicios de fixacao

1. Para a classificagdo de spam, identifique X, Y, D, uma classe ' e uma possivel func¢ao
de perda.

Explique por que ¢ costuma ter dominio Y x Y,endo X x X.

Qual ¢ a diferenga entre min,, Rp(h)e argmin, Rp(h)?

Dé um exemplo em que a hipotese 1.i.d. ndo seja razoavel.

A

Um modelo tem erro de treinamento igual a zero. Isso prova que seu risco esperado ¢

zero? Justifique.
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6. Explique o papel de A em um objetivo regularizado.

7. No exemplo do tempo de execu¢do, proponha uma classe de hipoteses adequada a um

algoritmo cujo custo cresce como 2.

3.14 Formalizacao dos Exemplos

A notagdo abstrata da se¢@o anterior torna-se mais clara quando a aplicamos a problemas con-
cretos. Em cada exemplo precisamos definir ndo apenas X, Y e a amostra [), mas também a
representacao dos objetos, a classe de hipoteses, a perda e a distribui¢do na qual o sistema sera

usado.

Uma formalizacdo ¢ uma escolha de modelagem. O mesmo problema verbal pode originar
modelos matematicos diferentes. “Avaliar um pedido de crédito”, por exemplo, pode significar
prever inadimpléncia, estimar prejuizo ou ordenar propostas por risco. Cada interpretagdo altera

o espaco de saida e a funcdo de perda.

3.14.1 Diagnostico assistido como classificacdo binaria

Suponha que desejamos estimar a presenga de uma condigdo especifica. Escolhemos d atributos

clinicos e representamos uma pessoa por

X = <$1,.’L'2,... ,xd) E X g [Rd.

As coordenadas podem incluir idade, medi¢des laboratoriais e indicadores de sintomas. O espago

de saidas é

Y ={0,1},
com y = 1 para condicdo presente e y = 0 para ausente. A amostra ¢

D, = {(Xi> yi)}ij\ila

obtida de registros para os quais existe um diagnostico de referéncia.

Em vez de produzir diretamente uma classe, uma hipotese pode estimar

h0<x) € [07 1]7
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interpretado como probabilidade da classe positiva. Uma regra de decisdo converte essa pontuacao

em classe:

17 h9<x> > T,
0, hy(x) <.

O limiar 7 deve refletir os custos de falsos negativos e falsos positivos. Uma perda ponderada

pode atribuir custo ¢,y a0 primeiro e ¢ p ao segundo.

Ha ainda uma questao sobre P: a populagao de treinamento corresponde a populagdo futura?
Um modelo treinado em um unico hospital pode nao generalizar para outros equipamentos,

protocolos ou perfis demograficos.

3.14.2 Spam como classificaciao de texto

Uma mensagem ¢ um objeto textual, mas muitos algoritmos recebem vetores numéricos. Fixamos

um vocabulario

V — {wl,wz, ces ,wd}

e usamos uma fungao de representagao

¢: mensagens — R%.

A coordenada de ¢(m) pode registrar a contagem ou a frequéncia de um termo. Assim,

X = ¢(mensagens) C R, Y ={0,1}.

A amostra rotulada é

Dspam = {(d)(mz)?yz) é\il'

Uma classe simples de hipdteses ¢ formada por classificadores lineares:

H = {hy,(x) =1[w'x+b>0]}.
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1[C] vale 1 quando a condigdo C ¢ verdadeira e 0 caso contrario. Cada peso w; mede como o

termo correspondente influencia a pontuagao.

A dimensao d pode ser muito grande, pois um vocabulario contém milhares de termos. Entretanto,
cada mensagem utiliza apenas uma pequena fragao deles; seus vetores sao esparsos. Estruturas

de dados esparsas armazenam somente coordenadas nao nulas e economizam memoria.

3.14.3 Risco de crédito: classe ou probabilidade

Representamos uma proposta por um vetor de atributos:

x = (renda, divida, prazo, ...) € X C R%.

Para prever inadimpléncia em determinado horizonte,

Y ={0,1}

D egito = {(Xivyi) z']il-

Se queremos uma probabilidade de inadimpléncia, usamos hipéteses h: X — [0, 1]. A decisdo

de conceder crédito pode considerar o custo esperado:

custo(x) = h(x)C;

inadimpléncia + (

1—h(x))C

regular*

Essa separacdo ¢ importante: previsao estima um resultado; decisdo combina a previsao com

custos, regras e restri¢des.

A amostra historica possui um viés de sele¢do: geralmente observamos inadimpléncia apenas

para propostas aprovadas. Formalmente, a distribuicao observada pode ser

P(X,Y | crédito aprovado),

enquanto o sistema sera aplicadoa P(X, Y | nova proposta). Ignorar essa diferenga compromete

a validade da avaliagao.
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3.14.4 Desempenho esportivo: escolhendo um alvo mensuravel

Considere um vetor de caracteristicas de um atleta,

x = (velocidade, precisdo, resisténcia, ...) € R%.

Se o alvo for “convocado ou ndo convocado”, entdo Y = {0, 1} e podemos treinar com decisdes
passadas. Contudo, esse rotulo representa escolhas de comissdes técnicas, ndo uma propriedade

fisica objetiva.

Uma alternativa ¢ prever uma estatistica futura, como nimero de a¢des bem-sucedidas por

partida:

Y — [Rzo.

Nesse caso temos regressdo e podemos usar perda absoluta,

(h(x),y) = |h(x) —yl,

que penaliza proporcionalmente a magnitude do erro e ¢ menos sensivel a valores extremos do

que a perda quadratica.

Também precisamos respeitar a ordem temporal. Atributos de uma temporada posterior nao
podem ser usados para prever um resultado anterior. Uma divisdo aleatéria ingénua pode
colocar medigdes do mesmo atleta e periodo tanto no treino quanto no teste, superestimando a

generalizagdo.

3.14.5 Reconhecimento de algarismos

Uma imagem com 28 x 28 pixels em tons de cinza pode ser vetorizada:

X =10,1]784.
O alvo € uma entre dez classes:

Y ={0,1,2,...,9)}.

A amostra é
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Ddigitos = {(Xi7 yz>}z]\i1

Uma hipoétese pode produzir um vetor de probabilidades

h(X) = (p()apla 7p9)7 pk 2 07 Zpk =

Nesse caso, Y ¢é o simplex de probabilidades, enquanto Y é o conjunto de classes. A classe
prevista ¢ argmax, p;,. Essa disting@o explica por que previsdo e alvo nem sempre pertencem ao

mesmo conjunto.

3.14.6 Previsdo de demanda como regressio

Para prever a demanda de um produto na semana seguinte, a entrada pode reunir vendas recentes,

preco, promogao e calendario:

x, EXCRY  y, €Y =Ry

A amostra temporal ¢

Ddemanda = {(Xt7 yt>}?=1'

Os indices t lembram que os exemplos nao sdo necessariamente independentes. Uma classe

linear pode servir como ponto de partida:

hy p(X) = Wix +b.

Como a saida real ndo pode ser negativa, podemos restringir a previsdo usando max{0, h(x)} ou

escolher uma familia de modelos com saidas ndo negativas.

3.14.7 Visao comparativa

Observagao
Problema X Y Previsdo Y critica
Diagnostico atributos clinicos {0, 1} probabilidade custos dos erros
em [0, 1] diferem
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Observagao
Problema X Y Previsio Y critica
Spam vetores textuais {0, 1} classe ou vocabulario
esparsos probabilidade muda com o
tempo
Crédito atributos {0,1} probabilidade dados
financeiros observados sdo
seletivos
Esporte medicdes de classe ou valor depende do alvo  rétulo pode nao
desempenho real representar
mérito
Algarismos [0, 1]784 dez classes vetor de dez variagdo visual
probabilidades
Demanda historico e R-o valor real dependéncia
contexto temporal

O quadro evidencia que escrever X = R ¢ apenas o comeco. E preciso explicar o significado

das coordenadas, a origem de Y, a populagio representada por P e o custo codificado por /.

3.14.8 Dimensiao e geometria

Quando X C R?, podemos desenhar cada exemplo como um ponto no plano. Em trés dimensdes
ainda ha uma visualizagdo direta. Para d > 3, a interpretagdo geométrica continua valida, embora

nao possamos desenhar todo o espago de forma literal.

Um e-mail representado por 50 000 termos é um ponto em R°%°0 A dimensao elevada nio
impede o uso de conceitos como distancia, produto interno, hiperplano e regido de decisao.
Grande parte da aprendizagem de maquina consiste em estender a intui¢do geométrica para esses

€Spagos.

Entretanto, atributos em escalas diferentes podem distorcer a geometria. Se renda ¢ medida em
milhares e uma proporg¢do varia entre 0 e 1, distancias e produtos internos podem ser dominados

pela renda. Normalizagdo e padronizacdo s3o etapas importantes de representagao.

3.14.9 ChecKklist de formalizacao

Antes de treinar um modelo, devemos conseguir preencher:

1. X: quais entradas sdo permitidas e como sdo representadas?
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A e R R

Y': qual é o alvo observado?

Y: qual objeto o modelo realmente produz?

D: como a amostra foi coletada e rotulada?

P: qual populagdo ou processo futuro queremos representar?
J: quais fungdes o algoritmo pode escolher?

¢: quais erros recebem maior penalidade?

A: como uma hipdtese sera escolhida?

avaliagdo: como estimaremos desempenho fora da amostra?

Se algum item nao puder ser respondido, o problema ainda nao esté suficientemente definido

para que a escolha de um algoritmo seja a principal preocupagao.

3.14.10 Exercicios de fixacao

1.

A

Formalize um sistema de previsdo de evasdo escolar especificando X, Y, D, Y e uma
perda.

No reconhecimento de algarismos, por que Y e Y podem ser conjuntos diferentes?
Explique o viés de selecao presente nos dados historicos de crédito.

Escreva uma hipdtese linear para spam com trés atributos e interprete cada peso.
Proponha dois alvos diferentes para analise esportiva e diga qual tipo de tarefa cada um
produz.

Para demanda, explique por que uma divisdo temporal ¢ preferivel a embaralhar todos os

exemplos.

. Escolha um dos casos e descreva uma mudanga em P que poderia degradar o modelo apos

a implantagao.

3.15 Pontuacao

Muitos classificadores comegam calculando uma pontuagao numérica. A entrada ¢ um vetor de

atributos

X = (33'1,.7;2,... ,xd> < [Rd,

e cada coordenada recebe um peso que expressa sua contribui¢do para a decisdo. A pontuacao

linear é

s(x) =wW'x+b=wx; +wyTy + -+ + wyxy + b.
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w = (wy,...,w,) é o vetor de pesos ¢ b ¢ o viés (bias). O nome “viés” aqui designa um

parametro do modelo e ndo deve ser confundido com viés estatistico ou discriminagdo nos dados.

Uma regra bindria simples atribui a classe positiva quando a pontuagao ¢ nao negativa:

Essa funcao também pode ser escrita como

hyp(x) = sign(wTx +b).

3.15.1 Pesos e atributos
O sinal de um peso indica a dire¢cdo de sua influéncia, mantendo os demais atributos fixos:

cw; > 0: aumentar Z; aumenta a pontuagio;

* w; < 0: aumentar x; diminui a pontuag@o;

* w; = 0: o atributo ndo afeta diretamente a pontuagéo.

A magnitude |w;| indica a sensibilidade da pontuagdo a coordenada x;, mas sua interpretagdo
depende da escala. Um peso de 0,1 aplicado a uma varidvel medida em milhares pode contribuir
mais do que um peso 10 aplicado a uma proporc¢ao entre 0 e 1. Portanto, comparar pesos sé ¢

informativo quando conhecemos as unidades ou padronizamos os atributos.

O termo b desloca a fronteira de decisdo. Podemos interpretar a regra usando um limiar 7:

w'x > T.

As duas formas sdo equivalentes quando b = —.

3.15.2 Exemplo numérico
Considere trés perfis ficticios descritos por dois atributos ja normalizados:

* x,: medida de desempenho técnico;

* I5: medida de consisténcia.

Usaremos a pontuacgdo
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s(x) = 0,6z, + 0,825 — 5.

Os pesos mostram que, nessa regra especifica, uma unidade adicional de consisténcia contribui

0,8, enquanto uma unidade de desempenho técnico contribui 0,6.

Perfil z; x, Pontuagdo s(x) Classe
A 4 5 06(4)+0805)—5=14 +1
B 7 2 06(7)+08(2)—5=08 +1
C 4 2 06(4)+08(2) —5=-10 -1

O calculo ¢ deterministico: fixados w e b, qualquer vetor recebe uma pontuagao e uma classe. O
aprendizado consiste em escolher esses parametros a partir dos exemplos, € ndo em calcular a

soma depois que os parametros ja sao conhecidos.

3.15.3 Interpretacio geométrica

Os pontos para os quais a pontuagdo ¢ exatamente zero formam a fronteira de decisao:

w x+b=0.

Em duas dimensdes, essa fronteira ¢ uma reta. Em trés dimensdes, ¢ um plano. Em d dimensdes,
¢ um hiperplano. De um lado estdao os pontos com pontuagao positiva; do outro, os pontos com

pontuagdo negativa.

O vetor w ¢ perpendicular ao hiperplano e aponta para o lado em que a pontuagdo aumenta. Se
multiplicarmos w e b pelo mesmo nimero positivo, a fronteira e as classes ndo mudam, embora

os valores das pontuacdes sejam escalados.

No exemplo,

0,6, + 0,82, —5=0

pode ser isolada como

Ty = 6,25 — 0,752,
Essa equacao permite desenhar a reta e verificar visualmente a regido de cada perfil.
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A

regido positiva

atributo x.

Perfil A
®

aceito

Perfil Perfil B
aceito . ‘

aceito

regido negativa

atributo xu

Figura 3.5: Uma pontuacao linear divide o espago de atributos em duas regides por meio de uma
reta de decisdo.

3.15.4 Distancia assinada a fronteira
A pontuacao bruta depende da escala dos pesos. Dividindo-a pela norma de w, obtemos a distancia

assinada do ponto ao hiperplano:

dx) = WX
X) = ———.
Wi

O sinal informa o lado da fronteira; o médulo fornece a distancia perpendicular. No exemplo,

[wlly = v/0,6% 40,8 =1,

portanto a pontuagdo coincide numericamente com a distancia assinada.

Pontos proximos da fronteira sdo mais sensiveis a pequenas alteracdes dos atributos ou dos
parametros. Entretanto, uma distdncia grande ndo ¢ automaticamente uma probabilidade alta; ela

apenas expressa separacao geométrica no modelo linear.

3.15.5 Pontuacio nio é probabilidade

s(x) pode assumir qualquer valor real e ndo precisa estar entre O e 1. Para obter uma quantidade

interpretavel como probabilidade, podemos aplicar uma fungao logistica:
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- 1
Tt e

p(x) = o(s(x))
Essa transformagdo preserva a ordem das pontuagdes: se s(x,) > s(x,), entdo p(x,) > p(xp).
Contudo, interpretar p como probabilidade confidvel exige treinamento e calibra¢do apropriados.

Uma pontuagdo também pode ser usada apenas para ranquear elementos. Um mecanismo de
busca, por exemplo, ordena documentos por relevancia sem necessariamente converter cada

valor em uma classe.

3.15.6 Aprendendo os pesos

Dada uma amostra

D = {(x;,y;)} V4, y; € {—1,+1},

queremos escolher w e b para produzir boas previsdes. Uma condigao de classificagdo correta é

y;(w'x; +b) > 0.

Quando os dados sdo linearmente separaveis, existe ao menos um hiperplano que classifica
corretamente todos os exemplos de treinamento. Isso ndo garante que a mesma fronteira tera

bom desempenho em dados futuros, nem que todos os conjuntos reais sejam separaveis.

O perceptron, estudado adiante, ajusta os pesos quando encontra um exemplo classificado
incorretamente. A regressao logistica utiliza uma perda diferenciavel e produz pontuagdes
transformadas pela funcao logistica. Maquinas de vetores de suporte procuram uma fronteira
com margem ampla. Esses métodos compartilham a estrutura linear, mas possuem objetivos de

treinamento diferentes.

3.15.7 Codigo de uma pontuacio linear

Uma implementagao direta em Python ¢:

def pontuacao(x, w, b):

return sum(x_j * w_j for x_j, w_j in zip(x, w)) + Db

def classificar(x, w, b):
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return 1 if pontuacao(x, w, b) >= 0 else -1

(0.6, 0.8]
b=-5.0

=
I

print(classificar([4, 5], w, b)) # 1
print(classificar([4, 2], w, b)) # -1

Em bibliotecas numéricas, o produto interno costuma ser calculado de forma vetorizada. Para

|RN><d

uma matriz X € contendo N exemplos nas linhas, todas as pontuagdes sao

s = Xw -+ bl.

Essa forma evita um lago explicito por exemplo e aproveita implementagdes eficientes de algebra

linear.

3.15.8 Limitacoes e cuidados

Uma fronteira linear € simples e interpretdvel, mas ndo representa qualquer padrdo. Se a classe
positiva formar um circulo cercado pela classe negativa, nenhuma reta separard os grupos
perfeitamente no espaco original. Podemos entdo criar novos atributos, aplicar uma transformacao

ou escolher uma classe de hipoteses nao linear.

Além disso, um peso aprendido representa associacao dentro dos dados ¢ do modelo; ndo prova
causalidade. Atributos sensiveis ou varidveis que funcionam como substitutas podem produzir
decisoOes injustas. Em aplicacdes que afetam pessoas, € necessario avaliar desempenho entre

grupos, documentar limitagdes e permitir revisao adequada.

I Separar a amostra nio basta

Encontrar pesos que classificam perfeitamente os exemplos de treinamento demonstra ajuste
a amostra, ndo generalizagdo. A fronteira precisa ser avaliada em dados independentes e

representativos da populagao de uso.

3.15.9 Exercicios de fixacao

1. Calcule a pontuagio dos trés perfis usando s(x) = x; + x5 — 6 e determine suas classes.

2. Reescreva aregra 2x; — 3w, > 4 naformaw'x + b > 0.
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Paraw = (3,4) e b = —10, calcule |w|, e a distancia assinada do ponto (2, 2) a fronteira.
Explique por que multiplicar w e b por 5 ndo altera as classes, mas altera as pontuagdes.
Dé um exemplo de conjunto de pontos em R? que ndo seja linearmente separéavel.

Qual ¢ a diferenca entre uma pontuagdo, uma classe e uma probabilidade calibrada?

NS n AW

Implemente a versdo vetorizada da pontuagdo para varios exemplos usando uma biblioteca

numérica.

3.16 Exercicios de multipla escolha

As questdes a seguir retomam os principais conceitos do capitulo. Em cada uma, assinale apenas

uma alternativa. Procure justificar sua escolha antes de consultar o gabarito.
1. Se A=1{1,2,3} e B={3,4}, qual é o conjunto A N B?

a. {1,2,4}
b. {3}
c. {1,2,3,4}

d. 0
2. Uma fungédo f : A — B ¢ injetiva quando:

a. todo elemento de B possui exatamente uma pré-imagem.
b. elementos distintos de A sempre produzem imagens distintas.
c. sua imagem ¢é necessariamente igual a A.

d. seu dominio contém apenas nimeros reais.
3. Para que uma funcio f : A — B possua uma inversa f 1 : B — A, ela deve ser:

a. constante.
b. apenas injetiva.
c. bijetiva.

d. apenas sobrejetiva.
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4. Qual ¢ a representagdo binaria do nimero decimal 13?

a. 1011,

b. 1100,

c. 1101,

d. 1110,
5. Um byte contém:

a. 2 bits.

b. 4 bits.

c. 8 bits.

d. 16 bits.
6. Em complemento de dois com 8 bits, o intervalo de inteiros representaveis €:

a. de —127 a 127.

b. de —128 a 127.

c. de —128 a 128.

d. de 0 a255.
7. Em um problema supervisionado, o conjunto de treinamento contém:

a. somente entradas sem qualquer informagao de saida.

b. pares de entrada e saida-alvo.

C. apenas regras escritas por um programador.

d. somente a¢des e recompensas futuras.
8. Qual alternativa descreve uma tarefa de regressao?

a. Decidir se uma mensagem ¢ spam.
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b. Agrupar clientes sem rotulos prévios.
c. Prever o consumo mensal de energia em kWh.

d. Reconhecer qual algarismo aparece em uma imagem.
9. Na pontuagio linear s(x) = w'x + b, o vetor w determina principalmente:

a. a orientagdo da fronteira de decisdo.
b. o nimero de exemplos da amostra.
c. a base numérica usada pelo computador.

d. a probabilidade exata de qualquer classe.
10. Obter erro zero nos dados de treinamento significa necessariamente que:

a. o0 modelo tera erro zero em produgao.
b. o problema ¢ ndo supervisionado.
c. a hipdtese ajustou a amostra, mas ainda precisa ter sua generalizacao avaliada.

d. todos os pesos do modelo sdo iguais a zero.

1 Gabarito comentado

1. b. A intersec@o contém somente os elementos presentes nos dois conjuntos; neste
caso, apenas 3.

2. b. Injetividade impede que duas entradas distintas sejam associadas & mesma saida.

98]

¢. A inversa definida em todo o contradominio exige injetividade e sobrejetividade,
isto &, bijetividade.

c. 13 =8 4+ 4 + 1, portanto seus bits sdo 1101,.

c. Por defini¢do, um byte possui 8 bits.

b. Com n bits em complemento de dois, o intervalo é [—27~1 27~1 — 1],

NS w» e

b. O aprendizado supervisionado utiliza exemplos nos quais a saida-alvo acompanha
a entrada.

8. ¢. O consumo ¢ uma quantidade numérica continua; as alternativas a e d sado classifi-
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10.

cagdes, e b ¢ agrupamento.

a. w ¢ normal ao hiperplano e, por isso, controla sua orientagdo; b controla o desloca-
mento.

¢. Erro de treinamento mede ajuste aos exemplos observados, ndo garante desempe-

nho em dados novos.
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Capitulo 4
O que ¢ aprendizado?

No capitulo anterior, formalizamos um método de aprendizado como um algoritmo que recebe
uma amostra e devolve uma hipotese. Essa descri¢do esclarece como o treinamento ¢ organizado,
mas ainda deixa aberta a pergunta central deste capitulo: quando podemos afirmar que houve

aprendizado?

Acertar os exemplos conhecidos ndo ¢ suficiente. Um programa poderia armazenar cada par da
amostra e devolver a resposta memorizada quando encontrasse exatamente a mesma entrada.
Seu erro de treinamento seria zero, mas ele ndo saberia como responder a uma entrada nova.

Aprender exige alguma forma de generalizacao.

Neste capitulo, diremos que um método aprende quando utiliza uma amostra finita para produzir
uma hipoétese cujo desempenho permanece bom em exemplos ainda ndo observados, provenientes

do processo de interesse. Essa ideia envolve trés elementos:

1. uma medida de qualidade ou erro;
2. uma afirmacao sobre dados fora da amostra;

3. uma garantia probabilistica, pois diferentes amostras podem levar a hipoteses diferentes.
Retomando a notacao.
No aprendizado supervisionado, consideramos:

* um espaco de entradas X;
* um espaco de saidas Y';
» uma distribui¢do desconhecida P sobre X X Y;

* uma amostra de treinamento

D = {(xwyz)}i\il’
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+ uma classe de hipoteses J(;
+ uma fungéo de perda /;

 um algoritmo A que produz

Em um modelo deterministico, podemos supor y = f(x) para alguma fungdo-alvo f. Em
problemas com ruido, trabalhamos com a distribuigdo condicional P(Y | X = x). As ideias de

erro e generalizagdo valem nos dois casos.

O risco empirico mede o desempenho nos exemplos observados:

- 1 X
Rp(h) = N Zﬁ(h@«“z),yz)

O risco esperado mede o desempenho médio no processo gerador:

R(h) = [E(X,Y)~P [E(h(X% Y)]
O primeiro pode ser calculado a partir do treinamento; o segundo € o que realmente nos interessa,
mas depende de uma distribui¢do desconhecida.
Aprendizado como generalizacgio.

Uma hipotese generaliza quando seu erro em dados novos ¢ proximo do erro observado na

amostra. Intuitivamente, desejamos que

R(h) ~ Rp(h).

Essa aproximacgao ndo ocorre automaticamente. O proprio algoritmo escolheu h depois de
observar D, portanto a hipotese pode ter explorado detalhes acidentais da amostra. Quanto mais

flexivel for a classe 7, maior sua capacidade de ajustar padroes reais — e também ruido.
Dois tipos de falha ajudam a organizar essa discussao:

* subajuste (underfitting): a classe ou o treinamento ¢ simples demais para capturar o padrao
relevante; os erros de treino e de teste tendem a ser altos;
* sobreajuste (overfitting): a hipdtese se adapta excessivamente & amostra; o erro de treino

¢ baixo, mas o erro em dados novos ¢ alto.
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O objetivo ndo € obter o menor erro de treinamento a qualquer custo. Queremos equilibrar ajuste

e capacidade de generalizagao.

! O conjunto de teste ndo participa do aprendizado

Se usamos repetidamente o desempenho de teste para escolher atributos, hiperparametros
ou modelos, o teste deixa de representar dados nao vistos. Essas escolhas devem ser feitas

com dados de treinamento e validagdo; o teste ¢ reservado para a avaliagdo final.

O papel da probabilidade.

A amostra ¢ aleatoria. Duas equipes podem coletar /N exemplos da mesma populagdo e obter

conjuntos diferentes. Consequentemente, o algoritmo pode produzir hipdteses diferentes.

Uma garantia de aprendizado costuma ter a forma:

em que:

* ¢ ¢ atolerancia de erro;
* J ¢ a probabilidade maxima de a garantia falhar;

* a probabilidade ¢ tomada sobre a escolha aleatéria da amostra D.

Lemos a expressdo assim: com probabilidade de pelo menos 1 — 9, o algoritmo devolve uma
hipétese cujo risco ndo ultrapassa €. Em formulagdes mais gerais, comparamos R(A(D)) ao

melhor risco alcancavel dentro de .

bh

Essa ¢ a origem da expressdo provavelmente aproximadamente correto: “provavelmente

refere-se a confianga 1 — J e “aproximadamente” a tolerancia e.
O que determina a dificuldade.
A quantidade de dados necessaria depende de vérios fatores:

* aprecisdo desejada, controlada por ¢;

* a confianga desejada, controlada por ¢;

+ a complexidade da classe de hipdteses F;

0 nivel de ruido;

* a qualidade e representatividade da amostra;

+ a func¢do de perda e o tipo de garantia procurada.

Exigir erro menor ou confiangca maior normalmente requer mais exemplos. Classes muito

73



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 74

expressivas também precisam de maior quantidade de dados para que possamos distinguir

padrdes generalizaveis de ajustes acidentais.
Trés perguntas do capitulo.
As proximas se¢oes desenvolverdo trés perguntas complementares.

1. Como medir a discrepancia? Precisamos definir erro, perda e nog¢ao de proximidade
entre uma hipotese e o comportamento desejado.

2. Quando o erro observado é confidvel? Estudaremos garantias probabilisticas que relaci-
onam amostra e populagao.

3. Como estimar o desempenho na pratica? Discutiremos divisdes entre treino, validagdo

€ teste.

Essas perguntas conectam teoria e engenharia. A teoria fornece condi¢des e limites; o protocolo

experimental produz evidéncia sobre um modelo concreto.
Exemplo motivador.

Suponha que um classificador de spam acerte 990 de 1 000 mensagens de treinamento. A taxa

de erro empirico ¢

— 10

Ry(h) = —— =0,01.
Ainda nio podemos concluir que seu erro futuro sera 1%. Talvez as mensagens tenham sido
usadas para escolher palavras-chave especificas, talvez a amostra contenha mensagens muito

semelhantes ou talvez o padrdo de spam tenha mudado.

Se avaliarmos o classificador uma tnica vez em 2 000 mensagens de teste independentes e

encontrarmos 60 erros, a estimativa de teste sera

= 60

Rteste<h> = m = 0703

A diferenga entre 1% no treino e 3% no teste sugere uma lacuna de generalizagdo. Para interpretar
a incerteza dessa estimativa, precisaremos de ferramentas probabilisticas.
Exercicios de preparacio.

1. Explique por que memorizar uma amostra nao € suficiente para caracterizar aprendizado.
2. Diferencie risco empirico e risco esperado.
3. Dé um exemplo de subajuste e um de sobreajuste.

4. Interprete € e  em uma garantia probabilistica.
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5. Por que avaliar repetidamente no conjunto de teste compromete sua fungao?
6. No exemplo de spam, cite duas causas possiveis para a diferenca entre os erros de treino e

teste.

4.1 2.1 Erro

Aprender exige comparar previsdes com resultados observados. Essa comparagdo ¢ feita por
uma fungio de perda, que traduz a qualidade de uma previsdo em um nimero. Quanto menor a
perda, melhor a previsao segundo o critério escolhido.

Nao existe uma unica nogao de erro apropriada para todos os problemas. Errar uma classe ¢ dife-
rente de errar uma quantidade continua; em algumas aplicagdes, certos erros t€m consequéncias
muito mais graves do que outros. A fun¢do de perda faz parte da formulacao e deve refletir o

objetivo real do sistema.

4.1.1 Perda por exemplo, risco e métrica

A perda por exemplo compara uma previsdo y com o alvo y:

0:Y xY = [0,00).

O risco empirico agrega as perdas na amostra:

Rp(h) =

==

N
Ze(h<xi)7yi)'

Uma métrica de avaliagdo resume algum aspecto do comportamento do modelo, como acuracia,
precisdo, revocacao ou erro absoluto médio. Algumas métricas podem ser usadas como objetivo de

treinamento; outras sao dificeis de otimizar diretamente e servem principalmente para avaliacao.

O algoritmo pode minimizar um objetivo com risco empirico e regularizagao:

J(0) = Rp(hg) + AQ0).

Usaremos perda para um exemplo, risco para uma média de perdas e objetivo para a quantidade

efetivamente otimizada.
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4.1.2 Classificacdo: perda zero-um

Em classificagdo, a perda zero-um vale 0 para um acerto e 1 para um erro:

Coy1(9,y) = 1]y # yl.

Seu risco empirico ¢ a taxa de classificagcdes incorretas:

Ry (h) = Lh(x;) # y;)-

1 N
Nizl

Se um classificador erra 18 de 300 exemplos, entdo EO/l (h) = 18/300 = 0,06 e sua acuracia
¢ 0,94.

A perda zero-um expressa diretamente a quantidade de erros, mas ¢ descontinua. Por isso, muitos

algoritmos treinam com perdas substitutas diferenciaveis.

4.1.3 Matriz de confusao

Em classificacdo binaria ha quatro resultados:

Alvoy Previsioy Nome

positivo  positivo  verdadeiro positivo (VP)
negativo  negativo  verdadeiro negativo (VN)
negativo  positivo  falso positivo (FP)

positivo  negativo  falso negativo (FN)

A partir dessas contagens calculamos

I 1 = - rev = —
p c€C1Sa0 VP FP’ (S OcaQaO VP FN
(§
111C1 .
eSpeC cidaqae VN FP

Precisdo responde: entre as previsdes positivas, quantas estavam corretas? Revocacdo responde:

entre os casos realmente positivos, quantos foram detectados?
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Quando classes sio muito desbalanceadas, a acuracia pode enganar. Se apenas 1% das transagdes
sdo fraudulentas, prever “ndo fraude” para todas produz 99% de acuracia e nenhuma capacidade

de detectar fraude.

4.1.4 Custos assimétricos

Falsos positivos e falsos negativos podem ter custos diferentes:

07 g::%
E@?ﬁU): cpp, Yy=1ley=0,
0

Crns Y=

O risco empirico correspondente é

CFPFP + CFNFN
N .

§D<h) =

Em autenticacdo, aceitar uma pessoa nao autorizada pode ser mais grave do que pedir que a
pessoa autorizada tente novamente. Em triagem, deixar de sinalizar um caso urgente pode ser
mais grave do que encaminhar um caso nao urgente. Os custos devem representar consequéncias

do contexto.

4.1.5 Regressiao: residuo

Em regressao, o residuo do exemplo 7 ¢

r; > 0 indica superestimacdo e r; < 0 indica subestimag¢do. Uma perda transforma esse residuo

em penalidade ndo negativa.

4.1.6 Erro quadratico médio

A perda quadratica €

gquad(@a y) - (ﬂ _ y>2'

O erro quadratico médio (mean squared error, MSE) ¢
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Perda absoluta Perda quadratica Perda logistica

2 Ng(1+e™m)

N

residuo residuo margem

Figura 4.1: A perda absoluta cresce linearmente com o residuo; a quadratica cresce mais rapida-
mente; a logistica diminui conforme aumenta a margem correta.

1 & 2
MSE(h) = N Z(h@z) — ;)"

Erros grandes recebem penalidade desproporcional. Um residuo de magnitude 3 contribui 9,
enquanto trés residuos de magnitude 1 contribuem 3 no total. Isso torna o MSE sensivel a valores

extremos.

A raiz do MSE,
RMSE(h) = /MSE(h),
possui a mesma unidade do alvo.

4.1.7 Erro absoluto médio

A perda absoluta é

eabs(@a y) = ’g - y"

O erro absoluto médio (mean absolute error, MAE) ¢é

1 N
MAE(h) = — Z |h(x;) =y,
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O MAE cresce linearmente ¢ ¢ menos sensivel a observagdes extremas do que o MSE. Para
residuos (1,1,4),

MAE =2,  MSE = 6.

O erro de magnitude 4 exerce influéncia muito maior no MSE.

4.1.8 Perda de Huber

A perda de Huber combina comportamento quadratico perto de zero e linear para residuos
grandes:

3" r] <9,

ls(r) = L
) (]r\ — 55) . |r| > 6.

O parametro ¢ determina a transi¢ao. Essa perda mantém suavidade perto do minimo e reduz a

influéncia de valores muito discrepantes.

4.1.9 Classes codificadas por —1 e +1

Sey,y € {—1,+1}, entdo

- 0, y=y,
(yy)z{ -
4, y+uy.

Logo, a perda quadratica ¢ quatro vezes a perda zero-um nesse caso especifico. Ela ndo vale 1
quando ha erro. Se o modelo produz uma pontuacao real, a perda quadratica também considera a

distancia da pontuagao ao rétulo.

4.1.10 Probabilidades e entropia cruzada binaria

Considere y € {0, 1} e uma previsdo p = h(z) € (0,1). A entropia cruzada binaria ¢

Coce (P, y) = —[ylogp + (1 —y) log(1 — p)].

Sey = 1,aperdaé —logp;sey =0,é—log(l — p). Uma previsdo confiante e errada recebe

perda grande:
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—1log(0,9) ~ 0,105, —1og(0,01) =~ 4,605.

Essa perda avalia a probabilidade atribuida ao resultado observado, ndo apenas a classe final.

4.1.11 Maxima verossimilhanca

Para exemplos i.i.d. e um modelo Py(Y =y | X = x), a verossimilhanga é

L(0) = Pp(Y =y, | X = ;).

o

Maéxima verossimilhanga escolhe pardmetros que maximizam L(#). Como o logaritmo ¢é

estritamente crescente,
argmax L(0) = argmax log L(0).
0 0

Para escrever o treinamento como minimiza¢ao, usamos a log-verossimilhanga negativa média:

N
NLL(f) = —— Y log Py(Y =y, | X = z,).

=1

==

Para um modelo de Bernoulli, a NLL coincide com a entropia cruzada binaria.

Transformagdes e pontos 6timos

Uma transformacao estritamente crescente preserva minimos ¢ maximos. Uma transforma-
¢do estritamente decrescente troca maximos por minimos. Assim, log preserva o maximo

da verossimilhanga; — log converte esse maximo em minimo.

4.1.12 Entropia cruzada multiclasse

Para K classes, o modelo produz p = (py,...,pg), comp, > Oe kak = 1. Se aclasse

correta € y, a perda €

{(p,y) = —logp,.
Com alvo one-hot y,
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K
(p,y) ==Y _ uylogpy.
k=1

Essa ¢ a perda habitual para classificadores multiclasse treinados com softmax.

4.1.13 Perdas de margem

Em classificagdo binaria com y € {—1,+1} e pontuagéo s(z) € R, definimos a margem

m =ys(x).

Margem positiva indica classificag@o correta; margem negativa indica erro. A perda logistica ¢

glog<m) = 10g<1 + e—m>.

Ela diminui suavemente conforme a margem correta aumenta. Podemos otimizar entropia cruzada

e avaliar acuracia, precisao, revocacao e calibracao.

4.1.14 Escolhendo uma perda

Situagao Opcao comum Caracteristica

Regressdo com ruido MSE penaliza fortemente erros
aproximadamente simétrico grandes

Regressao com valores MAE ou Huber maior robustez

extremos

Classificacdo probabilistica entropia cruzada binéria avalia probabilidades
binaria

Classificagao multiclasse entropia cruzada penaliza baixa probabilidade

da classe correta

Custos diferentes entre erros  perda ponderada incorpora assimetria

A escolha deve considerar o tipo de saida, as consequéncias dos erros, valores extremos, pro-
priedades necessarias a otimizagdo e a métrica de interesse. Nenhuma perda corrige dados

inadequados ou substitui avaliagdo fora da amostra.
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4.1.15 Exemplo computacional

def mse(previsoes, alvos):
erros = [(p - y) ** 2 for p, y in zip(previsoes, alvos)]

return sum(erros) / len(erros)

def mae(previsoes, alvos):
erros = [abs(p - y) for p, y in zip(previsoes, alvos)]

return sum(erros) / len(erros)

y = [10, 12, 14]
pred = [11, 13, 18]

print (mse(pred, y)) # 6.0
print (mae(pred, y)) # 2.0

Em produgdo, também devemos verificar comprimentos, valores ausentes, tipos numeéricos € o

comportamento quando a amostra esté vazia.

4.1.16 Exercicios de fixacio

1. Um classificador obteve VP = 80, VN = 900, FP = 20 e FFN = 100. Calcule
acurdcia, precisao e revocagao.

Para residuos (2, —1, —3), calcule MAE, MSE ¢ RMSE.

Explique por que a perda quadratica vale 4, e ndo 1, quandoy = —1l ey = +1.

Calcule a entropia cruzada binaria paray = 1 com p = 0,8 e com p = 0,2.

Mostre por que maximizar L(6) equivale a minimizar — log L(0).

Dé um exemplo no qual ¢y > cpp € outrono qual cpp > cpy.

Quando vocé preferiria MAE a MSE?

Explique a diferenga entre perda de treinamento e métrica de avaliagao.

© Nk w

4.2 Provavelmente Aproximadamente Correto

Ateoria provavelmente aproximadamente correta, abreviada por PAC (probably approximately
correct), transforma a ideia de generalizagdo em uma garantia matematica. Ela reconhece duas

limitagOes inevitaveis:
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* uma amostra finita ndo determina perfeitamente o comportamento em toda a populacao;

* como a amostra ¢ aleatdria, algumas amostras podem ser pouco representativas.

Em vez de exigir certeza e perfeigdo, fixamos uma tolerancia de erro € e uma probabilidade
de falha §. Perguntamos quantos exemplos sdo necessarios para que o algoritmo produza uma

hipdtese suficientemente boa com alta probabilidade.

Sorteio da amostra D Erro da hipé6tese escolhida

000000
00000
00000
00000
00000
00000

3

ao menos 1 — & das amostras

Po(R(A(D)) S€)21-5

Figura 4.2: Na garantia PAC, pelo menos uma fragdo 1 — d das amostras leva o algoritmo a uma
hipotese cujo erro ¢ no maximo €.

4.2.1 Duas fontes de probabilidade

Considere uma distribui¢ao P sobre X X Y e uma hipdtese h. Seu risco ¢

Rp(h) = [E(X,Y)NP[K(h(X%Y)]-

Na classificagdo com perda zero-um,

Rp(h) = P(X,Y)~P(h(X> a Y)-

Essa probabilidade ¢ sobre um novo exemplo sorteado de P. Ela mede a regido da populagao

em que h erra.

O algoritmo recebe uma amostra aleatoria

D= ((71,91), s (TN, YN)) ~ pN
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e devolve A(D). Como D varia, a hipdtese também varia. A expresséo

Pp.pn(Rp(A(D)) <e) >1-4

contém uma segunda probabilidade, agora sobre o sorteio da amostra inteira. Ela afirma que

no maximo uma fragéo o das amostras conduz a uma hipdtese cujo risco ultrapassa €.

I N3o confundac e §

¢ limita o erro da hipdtese na populagdo. o limita a probabilidade de o procedimento de
treinamento ndo alcangar essa garantia. Um atua dentro de cada hipotese; o outro atua sobre

as possiveis amostras.

4.2.2 Lendo “provavelmente aproximadamente correto”

Na desigualdade

Pp(Rp(A(D)) <¢e) >1—4,

cada palavra possui um papel:

 provavelmente: o evento desejado ocorre com probabilidade de pelo menos 1 — §;
+ aproximadamente: admitimos erro de até ¢;
* correto: o erro ¢ medido em relagdo a distribui¢ao de interesse, ndo somente na amostra

de treinamento.

See = 0,05 e d = 0,01, a garantia diz: com confianga de pelo menos 99% sobre a amostra

coletada, a hipotese produzida tera risco de no maximo 5%.

Isso ndo significa que exatamente 5% das previsdes estardo erradas ou que o algoritmo falhara
exatamente uma vez em cem. Trata-se de uma cota probabilistica valida sob as hipoteses do

teorema.

4.2.3 Cenario realizavel

A forma mais simples da teoria supde que existe uma hipotese perfeita dentro da classe (. Esse

¢ o0 caso realizavel:

Jh* € H talque Rp(h*)=0.
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Um algoritmo A ¢ um aprendiz PAC realizavel para 7 se existe uma fun¢do de complexidade

amostral

m}[! <0,1)2 — D\l

tal que, para quaisquer €, 6 € (0, 1), qualquer distribuigdo de entradas e qualquer alvo represen-

tavel por /', toda amostra i.i.d. com

N > mgy(g,9)

satisfaz

Pp(Rp(A(D)) <€) > 1—36.
No caso realizavel, um algoritmo consistente procura uma hipdtese com erro empirico zero. A
teoria precisa mostrar quando consisténcia na amostra implica risco pequeno fora dela.

A hipotese de realizabilidade ¢ forte. Dados podem conter ruido, classes podem se sobrepor ¢ a

familia escolhida pode ndo representar o mecanismo real.

4.2.4 Cenario agnostico

No aprendizado PAC agnéstico, ndo supomos que alguma hipdtese em F seja perfeita. Com-

paramos o resultado do algoritmo a melhor hipo6tese disponivel na classe:

Rp(A(D)) < inf Rp(h) +e.

Formalmente, exigimos

P, (RP(A(D)) < inf Rp(h) + 5> >1-6.

€ agora ¢ um excesso de risco. O algoritmo pode ndo atingir erro absoluto pequeno se toda

hipétese da classe for inadequada; ele deve aproximar o melhor desempenho possivel dentro de
I

Essa formulagdo separa dois componentes:
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Rp(A(D)) = inf Rp(h) +  excesso de risco
heH

limitagdo da amostra e do algoritmo
limitagdo da classe

Ampliar £ pode reduzir a limitagdo de representagdo, mas torna a sele¢do estatistica mais dificil.

Esse ¢ um aspecto do equilibrio entre ajuste e complexidade.

4.2.5 Complexidade amostral

A complexidade amostral m ;- (e, d) é o nimero minimo de exemplos suficiente para a garantia

desejada. Ela responde a uma pergunta estatistica: quanta informacao ¢ necessaria?
Em geral:

* diminuir € exige mais exemplos;
* diminuir § exige mais exemplos;

+ aumentar a complexidade de /7 exige mais exemplos.

Para uma classe finita no caso realizavel, uma cota tipica ¢

1 1
Nz-(log]}ﬂ—l—log—).
3 0

Constantes e pequenas variacdes dependem da derivacdo, mas a estrutura ¢ importante. A

dependéncia ¢ logaritmica no numero de hipdteses e em 1/, e proporcional a 1/¢.

No caso agnostico, uma cota de ordem tipica ¢

N_O <1og\ﬂ| +10g(1/5)) |

e2

A dependéncia 1/¢? reflete a dificuldade adicional de comparar hipéoteses quando nenhuma é

necessariamente perfeita.

4.2.6 De onde vem a cota para uma classe finita?
Considere o caso realizavel e uma hipétese ruim h com
Rp(h) > e.

A probabilidade de A acertar todos os /N exemplos independentes é no maximo
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(1—e)V <e =N,

Ha no maximo || hipdteses ruins. Pela cota da unido, a probabilidade de alguma hipotese

ruim permanecer consistente ¢ no maximo

| H|e~=N,

Queremos que essa quantidade seja no maximo 9:

|H|e—sN < 6.

Aplicando logaritmos e isolando V,

1 1
N2—<10g|ﬂ|+10g—).
£ 4]

A derivacdo mostra por que precisamos controlar simultaneamente a chance de cada hipotese

ruim sobreviver e a quantidade de hipoteses candidatas.

4.2.7 Um exemplo numérico

Suponha uma classe finita com

|}[| = 1000, e = 0,05, 0 =0,01.
A cota realizavel fornece

1
> — .
N > 0.05 (log 1000 + log 100)

Usando logaritmo natural,

N > 20(6,908 + 4,605) ~ 230,26.

Logo, a cota pede pelo menos 231 exemplos. Esse valor ¢ uma garantia de pior caso, ndo uma

previsdo exata de quantos exemplos serdo necessarios em toda aplicagao.
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4.2.8 Classes infinitas

Muitas classes importantes sdo infinitas. H4 infinitas retas no plano e infinitas combinagdes de

pesos de uma rede neural. Nesse caso, log || ndo pode ser usado diretamente.

Precisamos de uma medida mais refinada da capacidade da classe. A dimensdo de Vapnik—
Chervonenkis, estudada adiante, mede quantos padrdes de classificacdo uma familia consegue
realizar sobre conjuntos finitos. Outras ferramentas incluem nimeros de cobertura, complexidade

de Rademacher e normas dos pardmetros.

Uma classe infinita pode ser PAC-aprendivel se sua capacidade efetiva for controlada. Infinito

em cardinalidade ndo significa automaticamente impossivel de aprender.

4.2.9 Aprendibilidade e eficiéncia computacional
Complexidade amostral e complexidade computacional sdo diferentes.

» Aprendibilidade estatistica: existe um algoritmo que alcanga a garantia usando um
numero finito e controlado de exemplos?

+ Eficiéncia computacional: esse algoritmo executa em tempo € memoria viaveis?

Uma classe pode admitir boa complexidade amostral, mas exigir uma busca computacionalmente
intratdvel. Um aprendiz PAC eficiente costuma exigir tempo polinomial nos pardmetros relevantes
da representagéo, em 1/¢ e em log(1/6) ou 1/9, conforme a convengdo formal adotada. O
ponto central ¢ que obter informacao suficiente ndo garante que conseguiremos processa-la

eficientemente.

4.2.10 O que a garantia PAC nao afirma
Uma garantia PAC depende de condic¢des. Ela nao afirma que:

* os dados i.i.d. representam qualquer cenario futuro;

* a distribuicao permanecera estavel apds a implantagao;

* os rotulos sdo corretos;

 aperda escolhida representa todos os impactos relevantes;
* 0 modelo ¢ causal, justo ou seguro;

* acota ¢ apertada para uma aplicagdo concreta.

Se treinamento e uso t€m distribui¢des diferentes, a garantia derivada para PP pode ndo descrever
a operagdo real. A teoria fornece uma afirmagdo condicional: se as hipoteses forem satisfeitas,

entio a cota vale.
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4.2.11 Exemplo finito e o viés indutivo

Considere

X={1,2,..,8}, Y ={-1,+1},

e uma amostra que revela os rotulos de cinco entradas. Restam trés rétulos desconhecidos,

portanto existem

23 =8

extensdes compativeis com os cinco valores observados.

Somente a amostra ndo permite escolher logicamente uma extensdo. O algoritmo precisa de um
viés indutivo: preferir fungdes simples, padrdes suaves, fronteiras lineares ou outra estrutura.
PAC nao elimina essa necessidade; ele analisa quando a combinagao de classe, algoritmo e

quantidade de dados generaliza.

4.2.12 PAC e validaciao experimental
Uma cota tedrica e um conjunto de teste respondem a perguntas diferentes.

+ A cota PAC fornece garantia sob hipoteses matematicas e frequentemente vale no pior
caso.

* O teste estima o desempenho de uma hipotese concreta em uma amostra independente.

Na pratica, usamos ambos quando disponiveis: teoria para compreender dependéncias e limites;

avaliacdo experimental para medir o sistema treinado.

4.2.13 Resumo

Um método PAC controla dois niveis de incerteza:

Pp(Rp(A(D)) <) > 16

no caso realizavel, ou

P, (RP(A(D)) < inf Rp(h)+ g) >1-4§
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no caso agnostico.

e controla a qualidade aproximada, § controla a confianga e m 4 (£, §) informa quantos exemplos

sdo suficientes.

4.2.14 Exercicios de fixacao

Explique, com palavras, as duas probabilidades envolvidas em uma garantia PAC.
Interprete uma garantia com ¢ = 0,02 ¢ 6 = 0,05.

Diferencie o caso realizavel do caso agndstico.

Para |#{| = 100, = 0,1 e § = 0,05, calcule a cota realizavel apresentada.
Mostre a passagem de | |e ¢ < § para a cota sobre V.

Por que uma classe infinita ndo ¢ automaticamente impossivel de aprender?

Dé um exemplo em que a hipotese i.i.d. falha.

Diferencie complexidade amostral de eficiéncia computacional.

A e A R

Explique por que uma garantia PAC nao substitui um conjunto de teste.

4.3 2.3 Treinar e Testar

Uma hipotese € escolhida porque se ajusta aos dados disponiveis. Avalid-la nos mesmos exemplos
usados para escolhé-la produz uma estimativa otimista: o modelo ja teve oportunidade de adaptar-
se a particularidades dessa amostra. Para estimar generalizacdo, precisamos de dados que ndo

tenham participado das escolhas.
A pratica usual divide as observagdes em conjuntos com papéis distintos:

* treinamento: ajusta os parametros do modelo;
« validacdo: escolhe hiperparametros, atributos, arquitetura e limiares;

* teste: estima uma Unica vez o desempenho da configuragado final.

4.3.1 Parametros e hiperparimetros

Parametros sao aprendidos diretamente pelo algoritmo de treinamento. Em uma fungao linear,

sS40 0S pesos W € 0 Viés b.

Hiperparametros controlam o método, mas nao sdo ajustados pela mesma minimiza¢do. Exem-
plos incluem taxa de aprendizado, intensidade de regulariza¢do, nimero de camadas, profundidade

de uma arvore e quantidade de vizinhos.

Treinar em D, ;,, produz
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Dados disponiveis

treino validagao teste
ajustar parametros escolher configuragao
minimizar perda de treinamento comparar na validagéo

feedback +

modelo e configuragéo finalizados ) avaliagdo
sem novas escolhas apés abrir o teste uma vez no teste

Figura 4.3: Os dados de treino ajustam parametros, a validagdao orienta escolhas e o teste
permanece isolado até a avaliagao final.

0)\ S arggnin Rtrein0<h0,)\>7
em que A\ representa uma configuracdo de hiperparametros. A validagao escolhe

A € argmin Val(héwk).
AEA

Somente apds fixar \ avaliamos a configuragao final no teste.

4.3.2 Holdout

No protocolo holdout, fazemos uma unica divisao dos dados. Uma propor¢ao ilustrativa ¢

70% treino, 15% validagdo, 15% teste.

Nao existe uma propor¢ao universal. Com milhdes de exemplos, uma pequena fragao pode formar
um teste preciso. Com poucos dados, reservar uma parte grande reduz demais o treinamento e

torna a validacdo instavel.

A divisdo deve ser feita antes da exploragao orientada pelos rotulos. Uma semente pseudoaleatoria
registrada permite reproduzir a parti¢do, mas testar muitas sementes e escolher a mais favoravel

também constitui uma forma de sobreajuste.
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I Teste ndo é validacio

Se uma decisdo muda depois que observamos o resultado no teste, entdo o teste participou
do desenvolvimento. Ele deve ser considerado validacdo, e um novo conjunto independente

sera necessario para avaliagdo final.

4.3.3 Independéncia e representatividade

A validade do holdout depende de treino, validacdo e teste representarem o cenario de uso
sem compartilhar informag¢do indevida. Em uma divisdo aleatéria i.i.d., esperamos que os

subconjuntos tenham distribui¢des semelhantes.
Entretanto, a divisdo aleatoria simples ndo ¢ adequada em todos os casos:

 em séries temporais, o futuro ndo pode aparecer no treino de uma previsao do passado;

* em dados de pacientes, registros da mesma pessoa nao devem ficar em subconjuntos
diferentes;

* em imagens extraidas de um video, quadros vizinhos sdo quase duplicados;

* em recomendag¢do, podemos querer testar usuarios ou itens ainda nao observados;

* em implantagdo geografica, pode ser necessario reservar regioes inteiras.

A unidade de independéncia deve corresponder ao uso. Se a previsao sera feita para novas

pessoas, a divisdo precisa ocorrer por pessoa, ndo por registro.

4.3.4 Divisao estratificada

Em classificacdo desbalanceada, uma divisdo puramente aleatéria pode produzir poucos exemplos
da classe rara. A estratifica¢do preserva aproximadamente as propor¢des das classes em cada

subconjunto.

Se ha 1000 exemplos, dos quais 100 sdo positivos, uma divisdo estratificada de 80%/20%
coloca aproximadamente 80 positivos no treino e 20 no teste.

Estratificar ndo cria informag¢ao nova e nao resolve uma classe extremamente rara. Também nao
deve violar grupos ou tempo. Quando ha vérias restricdes, usamos uma estratégia que respeite

primeiro a estrutura causal do conjunto de dados.

4.3.5 Vazamento de dados

Vazamento ocorre quando informagao indisponivel no momento real da previsao influencia o

treinamento ou a avaliacdao. O resultado parece melhor do que o sistema sera em produgao.
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Exemplos:

» normalizar usando média e desvio calculados em todos os dados;
* escolher atributos observando correlacdo no conjunto de teste;

» imputar valores ausentes antes da divisao;

* incluir uma variavel registrada depois do evento previsto;

* manter copias do mesmo exemplo em treino e teste.

Todo pré-processamento que aprende alguma quantidade deve ser ajustado somente no treino.

Para uma padronizagao,

W e o sdo calculados em D

;€0 reino € depois aplicados, sem reajuste, a validagdo e ao teste.

Uma pipeline retine pré-processamento e modelo para que cada etapa seja ajustada dentro do

protocolo correto.

4.3.6 Validacio cruzada k-fold

Quando os dados sdo limitados, uma unica validagao pode depender muito da divisdo. Na vali-
dacio cruzada k-fold, separamos os dados de desenvolvimento em & blocos aproximadamente

iguais:

Ddesenv:FlLJFQU"'UFk'

Para cada j, treinamos em todos os blocos exceto F;; e avaliamos em F;. A estimativa ¢

- LIS ‘
Roy = EZRFj(h<_J))>
)

em que h{~7) foi treinada sem o bloco F;.

Cada exemplo participa da validagdo uma vez e do treinamento k — 1 vezes. Valores comuns

sdo k = 5 ou k = 10, mas a escolha depende do custo computacional e da quantidade de dados.

E importante que o teste final permaneca fora da validagio cruzada. Usamos os folds para escolher
a configuracdo; depois treinamos a configuracdo escolhida nos dados de desenvolvimento e

avaliamos no teste isolado.

93



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 94

4.3.7 Validacao cruzada estratificada e por grupos
A validagdo cruzada também precisa respeitar a estrutura dos dados.

* Estratificada: preserva proporcdes de classes em cada fold.
* Por grupos: mantém todos os exemplos de um grupo no mesmo fold.

* Temporal: usa blocos que respeitam a ordem, treinando no passado e validando no futuro.

Em previsdo temporal, uma forma progressiva ¢

{1t = {t; + 1, ..., 5},

seguida por

(1,0t} = {ty+ 1, t5)

Isso imita 0 modo como o sistema acumulard historico e fara previsdes futuras.

4.3.8 Amostragem aleatoria repetida

O holdout repetido, também chamado de random subsampling, cria vérias divisdes aleatorias
treino-valida¢do. Para cada repeticdo r, treinamos uma nova hipdtese h,. e calculamos uma

métrica M,..

Relatamos, por exemplo,

1 &
M= — M
et
e a variabilidade entre repeticdes. Diferentemente do k-fold, um exemplo pode aparecer na

validagdo varias vezes e outro nenhuma vez.

Esse protocolo mede a sensibilidade do procedimento a divisao dos dados. Os valores ndo sdo
totalmente independentes porque as particdes se sobrepdem; a dispersao deve ser interpretada

como diagnoéstico, ndo automaticamente como intervalo de confianca cléssico.

4.3.9 Validacao cruzada aninhada

Se usamos validag@o cruzada tanto para escolher hiperparametros quanto para estimar desempe-

nho, podemos obter otimismo. A validag¢ao cruzada aninhada usa dois niveis:
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1. folds internos escolhem hiperparametros;

2. um fold externo, que ndo participou da escolha, avalia o procedimento.

O ciclo externo estima o desempenho do processo completo de selecao. Esse método ¢ util quando
o conjunto € pequeno e muitas configuracdes sao comparadas, embora seja computacionalmente

mais caro.

4.3.10 Matriz de confusiao no teste

INKXK

Para K classes, definimos a matriz C' € por

Cij = #{(.I’,y) € Dteste ‘ Y= i? h(l’) = ]}

Nesta convencao, linhas sdo classes verdadeiras e colunas sdo classes previstas. A diagonal

contém acertos; elementos fora da diagonal mostram quais classes foram confundidas.

Um exemplo ¢

alvo \ previsdo classe | classe2 classe 3

classe 1 7 2 1
classe 2 1 8 1
classe 3 1 0 9
A acuracia ¢
7+84+9
—— =0,8.
30

A matriz ¢ mais informativa do que a acuracia isolada porque revela a dire¢do dos erros.

4.3.11 Incerteza da estimativa de teste

O desempenho observado no teste ainda é uma estimativa aleatoria. Para classificagdo, se M
exemplos de teste sdo aproximadamente independentes e a taxa observada de erro é p, um

erro-padrdo aproximado ¢

Comp = 0,10e M = 1000,
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0,1-0,9
EP ~ 4/ 2 & .
o0~ 0.0095

Um teste pequeno produz uma estimativa instavel. Para propor¢des proximas de 0 ou 1, amostras

pequenas ou dependéncia entre exemplos, devemos usar métodos de intervalo adequados em vez

de depender apenas dessa aproximacao.

4.3.12 Escolha de limiar

Modelos probabilisticos frequentemente produzem uma pontuagdo p(z). Escolher um limiar

com base no teste vaza informagdo. O procedimento correto ¢:

1. treinar o modelo no treino;

2. escolher o limiar na validacao, considerando a métrica ou o custo;
3. congelar modelo e limiar;
4.

avaliar ambos no teste.

O mesmo vale para selecdo de atributos, regularizagdo, quantidade de épocas e qualquer decisdo

guiada por desempenho.

4.3.13 Um protocolo recomendado
Para um projeto supervisionado tipico:

defina a unidade de divisdo e reserve o teste;

construa uma pipeline de pré-processamento e modelo;

use treino e validagdo, ou validagdo cruzada, para escolhas;
registre a configuracgao final;

se apropriado, reajuste essa configuragdo em treino mais validagao;
avalie uma Unica vez no teste;

relate métricas, incerteza, tamanho dos conjuntos e estratégia de divisao;

® NN kW

monitore mudanca de distribui¢do apds a implantagao.

Reajustar em treino mais valida¢do ¢ permitido depois que todas as escolhas estdo congeladas. O
teste continua isolado. Se o resultado de teste motivar nova alteragdo, inicia-se outra rodada de

desenvolvimento e serd preciso obter uma avaliagdo final independente.

4.3.14 Reprodutibilidade

Uma avaliacao reproduzivel registra:
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* versdo e origem dos dados;

* critérios de inclusdo e exclusio;

* identificadores ou indices de cada parti¢ao;
* semente aleatoria;

* etapas de pré-processamento;

* hiperparametros e critério de selecao;

* métricas e respectivas definigdes;

* versdo do codigo e das dependéncias.

Registrar somente a semente ndo basta se os dados ou a biblioteca mudarem.

4.3.15 Relacao com a teoria

Ateoria PAC pergunta quando o risco empirico se aproxima do risco esperado sob certas hipdteses.
O protocolo treino-valida¢do-teste fornece uma avaliagdo operacional para um conjunto de dados

concreto.

Este livro usa andlises tedricas para compreender algoritmos, mas exemplos computacionais
devem manter avaliagcdo separada sempre que afirmarem desempenho preditivo. Nao devemos

confiar apenas no erro de treinamento.

Regra de ouro

Qualquer dado usado para escolher o modelo pertence ao processo de desenvolvimento.

Somente dados que permaneceram intocados podem sustentar uma avaliagdo final honesta.

4.3.16 Exercicios de fixacao

Diferencie parametros, hiperparametros e métricas.

Explique por que normalizar antes da divisdo causa vazamento.
Proponha uma divisao adequada para varias consultas do mesmo usuario.
Em que situagdo uma divisao temporal € necessaria?

Descreva o procedimento de validagdo cruzada 5-fold.

Diferencie holdout repetido e validacdo cruzada.

Por que a validagdo cruzada aninhada reduz o viés de sele¢ao?

Calcule a acuracia da matriz de confusao apresentada e a revocagdo da classe 2.

A A T o e

Para p = 0,2 ¢ M = 400, calcule o erro-padrio aproximado.

._
e

Explique o que fazer se o resultado de teste motivar uma nova escolha de modelo.
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4.4 Exercicios de multipla escolha

Assinale a unica alternativa correta em cada questdo. O gabarito comentado esta recolhido ao

final da segao.
1. A perda zero—um de um classificador vale 1 quando:

a. aprevisao esta correta.
b. aprevisao difere do rotulo verdadeiro.
c. a probabilidade prevista ¢ exatamente 1.

d. o conjunto de teste esta vazio.

2. Em uma aplicacdo médica na qual deixar de detectar uma doenga ¢ muito grave, qual

medida merece atencdo especial?

a. Revocagdo da classe positiva.
b. Numero de atributos.
c. Erro de arredondamento.

d. Cardinalidade do espago de saida.
3. Em comparagdo com o erro quadratico médio, o erro absoluto médio ¢, em geral:

a. mais sensivel a valores atipicos.
b. menos sensivel a valores atipicos.
c. sempre igual a zero.

d. aplicavel somente a classificacao.

4. Naentropia cruzada bindria, atribuir probabilidade proxima de zero ao evento que realmente

ocorreu produz:

a. perda proxima de zero.

b. perda negativa.
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c. perda muito elevada.

d. nenhuma alterag@o na perda.
5. Na linguagem PAC, o parametro € controla:

a. atolerancia de erro ou precisdo desejada.

b. a quantidade de classes do problema.

c. a semente do gerador aleatdrio.

d. o custo de uma multiplicacdo matricial.
6. Ainda no contexto PAC, 1 — ¢ representa:

a. ataxa de aprendizado.

b. o nivel de confianca da garantia.

C. 0 erro empirico exato.

d. o numero de hipodteses.

7. Se aumentamos a complexidade da classe de hipdteses e mantemos os demais fatores, a

quantidade de dados necessaria para uma mesma garantia tende a:

a. diminuir até zero.

b. permanecer sempre idéntica.

C. aumentar.

d. tornar-se independente de €.
8. Qual pratica caracteriza vazamento de dados?

a. Ajustar o normalizador somente com o treino.

b. Escolher hiperparametros usando validagao.
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c. Calcular média e desvio com todo o conjunto antes da divisao.

d. Avaliar uma unica vez no teste ao final.
9. Quando varias observagdes pertencem ao mesmo paciente, a divisdo mais segura ¢€:

a. sortear cada observagao independentemente.
b. manter todas as observagdes de cada paciente no mesmo subconjunto.
c. duplicar pacientes raros no teste.

d. usar treino e teste com os mesmos pacientes obrigatoriamente.

10. Depois que o conjunto de teste influenciou uma escolha de modelo, ele deve ser tratado

como.

a. parte do processo de desenvolvimento, e uma nova avaliagcdo final exige dados
intocados.

b. um teste final ainda perfeitamente independente.
c. um conjunto sem qualquer utilidade.

d. uma amostra de treinamento sem rotulos.

1 Gabarito comentado

1. b. A perda zero—um registra erro com 1 e acerto com 0.

2. a. A revocacao mede a fracao dos positivos reais que foram detectados e, portanto,
evidencia falsos negativos.

b. O quadrado amplifica residuos grandes; o valor absoluto cresce apenas linearmente.
¢. O logaritmo penaliza fortemente previsdes confiantes e incorretas.

a. € expressa quao proximo do desempenho desejado o resultado deve estar.

b. § limita a probabilidade de falha; assim, 1 — ¢§ ¢ a confianga.

A

c. Uma classe mais rica exige mais evidéncia para controlar a selecdo entre suas
hipoteses.

8. ¢. As estatisticas incorporariam informag¢do dos conjuntos que deveriam permanecer
independentes.

9. b. A separagdo por grupos impede que informagdes especificas do paciente aparegam

100



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 101

simultaneamente no treino e na avaliagdo.
10. a. Toda informagao usada para decidir passa a integrar o desenvolvimento; a estima-

tiva final requer novos dados independentes.
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Capitulo 5
Quao bem aprendemos?

Nos capitulos anteriores, definimos aprendizado como a constru¢ao de uma hipotese a partir de
uma amostra finita. Também distinguimos o erro observado nos dados de treinamento do erro
esperado em exemplos futuros. Agora enfrentaremos a pergunta quantitativa: quando o erro

observado fornece informacao confiavel sobre o erro verdadeiro?

Considere uma hipdtese h e uma amostra i.i.d.

D = {<x7,7yz)}2]\il ~ PN

Para uma perda limitada, calculamos o risco empirico

- 1 X
AOESDIUUCHRDE

mas desejamos conhecer o risco esperado

Rp(h) = [E(X,Y)NP[K(h(X),Y)]-

Como P ¢ desconhecida, Rp(h) ndo pode ser calculado diretamente. A teoria de generalizagdo

estuda a diferenga

|[Rp(h) — Rp(h)].

Uma diferenca pequena indica que a amostra estima bem o desempenho da hipotese. Uma

diferenca grande significa que o resultado observado pode ser uma descricdo enganosa da
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populagao.

A primeira dificuldade: a amostra é aleatéria. Se repetirmos a coleta, obteremos outros
exemplos e outro risco empirico. Precisamos de uma afirmagao probabilistica que limite a chance
de um desvio grande. A desigualdade de Hoeftding cumprira esse papel para médias de varidveis

independentes e limitadas.

A segunda dificuldade: a hipotese também depende da amostra. Hoeffding controla direta-
mente uma hipétese fixada antes de observar os dados. Um algoritmo, porém, examina os dados

e escolhe

h = A(D).

Se procurarmos entre muitas hipdteses, alguma pode parecer boa apenas por acaso. Esse efeito ¢
semelhante a lancar muitas moedas e selecionar a que apresentou a maior propor¢do de caras: a

selegdo torna o resultado extremo menos surpreendente.

A terceira dificuldade: muitas classes sao infinitas. Existem infinitas retas, planos e combina-
¢oes de pesos reais. Nao podemos simplesmente contar todos os elementos de (. Precisamos

medir quantos comportamentos distintos a classe consegue produzir sobre uma amostra finita.

A dimensao de Vapnik—Chervonenkis, ou dimensiao VC, mede essa capacidade em classificagao
binaria. Ela ¢ o maior tamanho de um conjunto que pode ser estilha¢ado pela classe: todas as

suas rotulagdes binarias podem ser realizadas por alguma hipotese.
Para classificadores lineares no plano, a dimensao VC ¢ 3:

* existem trés pontos que podem receber quaisquer rétulos e ainda ser separados por uma
reta,

« nenhum conjunto de quatro pontos pode realizar, por retas, todas as 2* rotulagdes possiveis.

Os quatro vértices de um quadrado com rotulos alternados formam o conhecido padrao XOR
e mostram uma rotulagdo que uma reta ndo separa. Para concluir que a dimensao ¢ 3, porém,
precisamos ainda argumentar que todo conjunto de quatro pontos falha em alguma rotulagao,

nao apenas exibir um conjunto particular.
O roteiro do capitulo. Desenvolveremos a anélise em etapas:

1. entenderemos o defeito de selecionar hipoteses usando a mesma amostra em que medimos
0 erro;

2. aplicaremos a desigualdade de Hoeffding a uma hipotese fixa e depois a classes finitas;
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3. substituiremos a cardinalidade de uma classe infinita pelo nimero de rotulagdes que ela
induz em amostras finitas;

4. definiremos dimensdo VC e obteremos cotas de generalizacao dependentes da capacidade.

Uma garantia tipica terd a forma

Py (sup ‘/}?D(h) — Rp(h)| > 5) < 6.
heH

O supremo exige que a aproximagao seja valida simultaneamente para todas as hipéteses. Isso

permite escolher uma hipdtese depois de observar a amostra sem perder a garantia.

5.0.1 Capacidade, dados e confianca
As cotas revelardo trés dependéncias gerais:

* maior precisao, isto €, menor &, requer mais exemplos;
* maior confianga, isto ¢, menor ¢, requer mais exemplos;

* uma classe mais expressiva requer mais exemplos para controlar selecdo e sobreajuste.

Essas relagoes ndo justificam regras universais como “dez exemplos por parametro”. A quantidade
necessaria depende da perda, da capacidade efetiva, da distribuicdo, do ruido e do tipo de garantia.
Cotas tedricas de pior caso podem ser conservadoras, mas sua estrutura explica quais fatores

tornam o aprendizado mais dificil.

5.0.2 O que as cotas podem e nao podem fazer

Uma cota de generalizagdo ndo escolhe automaticamente a melhor representacdo, ndo corrige
rotulos incorretos € ndo garante estabilidade quando a distribui¢ao muda. Ela responde a uma
pergunta condicional: sob determinadas hipoteses, qual é a probabilidade de o desempenho
empirico diferir muito do esperado?

Também devemos distinguir:

* cota teorica: valida para uma familia de situagdes, muitas vezes conservadora;
* estimativa experimental: calculada em validagao ou teste para um modelo e conjunto

concretos.

As duas sdao complementares. A teoria explica por que o procedimento pode generalizar; a

avaliacdo mede como uma implementacao especifica se comportou.
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1 Uma mudanga de perspectiva

O problema ndo ¢ apenas encontrar uma hipdtese com baixo erro de treinamento. E controlar
quantas oportunidades o algoritmo teve de encontrar um ajuste acidental e demonstrar que

o baixo erro contém informagao sobre novos dados.

5.0.3 Exemplo motivador: muitas moedas

Suponha M moedas honestas, cada uma langada N vezes. Para uma moeda fixada antes do
experimento, a frequéncia de caras tende a ficar proxima de 1/2. Entretanto, se escolhermos
depois a moeda com menor frequéncia de caras, o valor selecionado serd mais extremo a medida

que M cresce.

A moeda selecionada desempenha o papel da hipotese escolhida pelo algoritmo. Cada moeda
individual possui boa concentragdo, mas controlar a selecao exige considerar todas as candidatas.
Para um conjunto finito, faremos isso com a cota da unido; para classes infinitas, usaremos

capacidade combinatoria.

5.0.4 Perguntas de preparacao

Diferencie risco empirico e risco esperado.
Por que uma garantia para uma hipotese fixa nio pode ser aplicada diretamente a A(D)?
Como aumentar a quantidade de hipdteses afeta a chance de encontrar um ajuste acidental?

O que significa estilhagar um conjunto?

A e

Por que o padrdo XOR de quatro pontos, isoladamente, ndo completa a prova de que retas
no plano tém dimensao VC igual a 37

6. Explique por que ndo existe uma regra universal de exemplos por parametro.

5.1 Defeito

Dada uma hipotese h, podemos calcular seu risco empirico na amostra,

ED<h>a

mas nao seu risco esperado exato,
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porque a distribui¢do P ¢ desconhecida. Chamaremos de lacuna de generalizacdo — ou,

seguindo a terminologia histdrica deste texto, defeito — a diferenca

Ap(h) = Rp(h) — ﬁp(h)-

A identidade

Rp(h) = Rp(h) + Ap(h)

mostra os dois ingredientes de um bom resultado: erro de treinamento pequeno e lacuna contro-
lada.

5.1.1 Lacuna assinada e lacuna absoluta
A (h) é uma quantidade assinada:

* Ap(h) > 0: o treino subestimou o erro verdadeiro;
* Ap(h) < 0: o treino superestimou o erro verdadeiro;

* Ap(h) ~ 0: aamostra estimou bem o risco.

Para uma garantia que nao dependa da dire¢do, usamos

|Rp(h) — Rp(h)].
Entao,

Rp(h) < Rp(h) + ‘Rp(h) - /R\D(h)‘ :

Nao tentamos “minimizar a lacuna” diretamente, pois ela envolve R p(h), que ndo conhecemos.

Procuramos demonstrar que ela é pequena com alta probabilidade.

5.1.2 Classificacdo binaria

ParaY = {—1,+1} e perda zero-um,

Dgz

) F Yil

=i
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Rp(h) = P(X,Y)NP(h<X> # Y>~

O primeiro ¢ a frequéncia de erros nos N exemplos; o segundo ¢é a probabilidade de erro em um

novo exemplo.

Se Rpp(h) = 0,02 ¢ uma cota garante

‘Rp(m - §D<h)‘ < 0,03,

entao

Rp(h) < 0,05.

A cota ndo afirma que o risco seja exatamente 5%; fornece um limite superior.

5.1.3 Uma hipotese fixada antes dos dados

Suponha que h seja escolhida sem observar DD. Cada variavel

Z; = 1[h(z;) # y;]

¢ Bernoulli, com média

O risco empirico ¢ a média

—

RD(h> =

=i

N
>z,
=1

Uma desigualdade de concentracao pode entdo limitar a probabilidade de essa média afastar-se
de sua esperanga. Para uma hipotese fixa, a amostra funciona como uma pesquisa de opinido:

mais observagdes tornam desvios grandes menos provaveis.
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5.1.4 O defeito da selecao

Um algoritmo ndo avalia apenas uma hipotese fixada antecipadamente. Ele usa os dados para
escolher

h € argmin R (h).
het

A hipdtese escolhida é uma variavel aleatoria dependente de D. Aplicar diretamente uma garantia
para h fixaa h = A(D) ignora essa dependéncia.

Escolher depois de observar a amostra

erro

selecionada

1
]
]
]
]
]
'
]
1

laguna
]
'
]
1
]
]
1
1

h: h, hs ha hs hs h- hs

@ erro de treino @ erro verdadeiro

Figura 5.1: Ao comparar muitas hipoteses, a selecionada pelo menor erro de treino pode ser
justamente aquela que mais se beneficiou de uma flutuagdo da amostra.

Mesmo que cada risco empirico seja individualmente um estimador razoavel, o menor entre
muitos estimadores tende a ser otimista. Esse fendmeno é chamado de viés de sele¢cao ou efeito

de comparagdes multiplas.

5.1.5 Analogia das moedas

Imagine M moedas honestas langadas IV vezes. Para cada moeda j, seja v; a frequéncia de caras.
Cada v; concentra-se em torno de 1/2.

Agora selecionamos

o .
J € argmin v,.
1<5j<M

vj. tende a ficar abaixo de 1 /2, ndo porque a moeda escolhida seja desonesta, mas porque

procuramos deliberadamente a flutuagdo mais baixa entre M tentativas.
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Quanto maior M, maior a oportunidade de observar um valor extremo. Em aprendizado, hipdteses

desempenham o papel das moedas e o erro empirico desempenha o papel da frequéncia observada.

5.1.6 Controle uniforme

Para permitir selecdo dependente dos dados, buscamos controlar todas as hipoteses simultanea-

mente:
sup |Rp(h) — Rp(h)|.
heJ
Se, para uma amostra, vale
sup ‘RP<h> - §D<h)| < e,
hed

entdo a desigualdade vale para qualquer hipdtese da classe, inclusive aquela escolhida depois de
observar D.

Esse € o motivo para uma cota uniforme. A complexidade de " aparece porque controlar mais

comportamentos simultaneamente ¢ mais dificil.

5.1.7 Decomposi¢iao para minimizacao do risco empirico
Seja
he argminﬁp(h)
hedt
e seja
h* € argminRp(h).
heJt
Suponha que o desvio uniforme seja no maximo €:
sup |Rp(h) — Rp(h)| <e.
hedt

Entao,
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Rp(h) < Rp(h) +¢
< Rp(h*)+e
< Rp(h*) + 2¢

A segunda desigualdade usa o fato de que h minimiza o risco empirico. Portanto,

~

Rp(h) — Rp(h*) < 2e.

Essa derivagdo mostra como convergéncia uniforme transforma minimizag¢ao empirica em uma

garantia de excesso de risco.

5.1.8 Erro de aproximacio e erro de estimacio
O desempenho pode ser separado conceitualmente em:

+ erro de aproximaciao: a melhor hipotese de J{ ainda pode ser inadequada;
* erro de estimacio: a amostra finita pode levar o algoritmo a escolher uma hipotese pior
do que a melhor da classe;

* erro de otimizacdo: o procedimento numérico pode ndo encontrar o minimo empirico.

Uma classe maior tende a reduzir o erro de aproximagdo, mas pode aumentar o erro de estimagao.
Mais dados reduzem a incerteza estatistica, mas ndo corrigem uma classe que nao representa o

padrao.

5.1.9 Sobreajuste como lacuna

O sobreajuste ocorre quando o modelo aproveita detalhes especificos da amostra que nao se

repetem na populacdo. Um sinal tipico €

Rp(h) < Rp(h).

A lacuna pode crescer quando:

* a classe possui alta capacidade;

* comparamos muitas configuracoes;
* a amostra é pequena;

 0s dados contém ruido;

* repetimos decisdes usando o mesmo conjunto de validagao.
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Regularizagao, validacao independente e controle de capacidade reduzem oportunidades de ajuste

acidental, mas ndo substituem dados representativos.

5.1.10 Uma estimativa nao observavel

Durante treinamento conhecemos R, (k), mas ndo A, (h), pois este depende de Rp(h). Uma
cota tedrica limita a lacuna sob hipoteses. Um conjunto de teste independente fornece outra

estimativa empirica:

—

Rteste(h) ~ RP(h)
Teste e teoria abordam o mesmo risco por caminhos diferentes, ambos sujeitos a condigdes.

Escolher e avaliar no mesmo conjunto

Quanto mais decisoes forem tomadas olhando uma métrica, menos esse conjunto podera
ser tratado como avaliagdo independente. O sobreajuste pode ocorrer na validagao, ndo

apenas no treinamento.

5.1.11 Exemplo numérico

Considere trés hipoteses:

Hipotese Erro de treino  Erro de validagao

hy 0,12 0,13
hy 0,07 0,11
hs 0,00 0,24

Se escolhermos apenas pelo treino, 4 vence. A validagdo sugere que ela se ajustou demais. hqy

possui menor erro de validagdo, embora ndo tenha o menor erro de treino.

Nao conhecemos o risco verdadeiro dessas hipdteses, mas dados independentes ajudam a detectar

a discrepancia.

5.1.12 Exercicios de fixacao

1. Interprete o sinal de A, (h).
2. Se Rp(h) = 0,08 e a lacuna absoluta ¢ no maximo 0,04, qual cota obtemos para Rp(h)?

3. Por que a hipdtese escolhida por minimizagao empirica nao ¢ fixa em relagdo a amostra?
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e S A

Explique a analogia entre muitas moedas e muitas hipoteses.

~

Reproduza a decomposi¢do que levaa Rp(h) < Rp(h*) + 2e.
Diferencie erro de aproximagao, estimagado e otimizagao.

Dé um exemplo de sobreajuste ao conjunto de validacao.

5.2 3.2 Desigualdade de Hoeffding

Por que ndo podemos calcular diretamente a lacuna de generalizagio durante o treinamento?

A desigualdade de Hoeffding controla o desvio entre a média de variaveis aleatorias limitadas e

sua esperanca. Ela é especialmente ttil em aprendizado porque muitas perdas sao limitadas e o

risco empirico ¢ uma média amostral.

5.2.1 Enunciado geral

Sejam Z,, ..., Z variaveis aleatorias independentes, com
Defina
Z=— Z;
N =
e
p=E[Z]

Entdo, para e > 0,

Quando todas as variaveis pertencem a [0, 1], obtemos a forma conhecida:

2.2
P(|7—M|Z€)§2exp (— 2N7e )

Zij\il(bi —a;)?

P (|7— | > E) < 2e—2Ne?,
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A desigualdade ¢ livre de distribui¢io: nao exige que conhecamos a forma da distribui¢ao de

Z,;. Exige independéncia e limites conhecidos.

Mais exemplos, maior concentragdo

N pequeno

— N grande

caudas caudas

|média'-p| =€

H-€ H+E

Figura 5.2: A medida que N aumenta, a média amostral se concentra ao redor da esperanca e a
probabilidade nas caudas fora de p 4= € diminui.

5.2.2 Interpretacao

A cota decai exponencialmente em N e em &2:
2 6_2N e?

Isso significa:

* mais exemplos tornam desvios fixos menos provaveis;
* tolerar um desvio maior torna a garantia mais facil;
* reduzir o desvio desejado pela metade requer aproximadamente quatro vezes mais exem-

plos.

A cota pode ser maior que 1 para N pequeno ou € muito pequeno. Como uma probabilidade

nunca excede 1, podemos escrever

P(--) < min{1,2e 2N},

Uma cota maior que 1 € valida, mas ndo informativa.

5.2.3 Aplicacao a uma hipotese fixa

Fixe uma hipdtese h antes de observar a amostra. Na classificacdo binaria, defina
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Z; = 1[h(z;) # y;]-

Cada Z; € {0, 1} e, para exemplos i.i.d.,

A média ¢ exatamente o risco empirico:

Portanto,

Py (|[Rp(h) = Rp(h)| > €) < 2e72N<,

Essa é uma garantia para uma hipotese fixa e independente de D. O subscrito D lembra que a

aleatoriedade esta na amostra.

5.2.4 Forma de intervalo
Queremos uma afirmagdo com probabilidade de falha no maximo ¢:
2e72Ne* < .

Isolando &,

log(2/6)
ON

Assim, com probabilidade de pelo menos 1 — 9,

—~ log(2/6

Equivalentemente,
~ log(2/0
Rp(h) < Rp(h) + /52



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 116

Essa ¢ uma cota superior para o risco de uma hipdtese previamente fixada.

5.2.5 Forma de complexidade amostral

Também podemos isolar V. Para garantir desvio no maximo € com confianga 1 — 9, basta

N> l0g(2/0)
2e2

Por exemplo, com
e = 0,05, 0 = 0,05,
temos

log 40

> so057 ~ T8

Logo, 738 exemplos independentes sdo suficientes segundo essa cota para uma hipotese fixa. E

uma garantia de pior caso; nao afirma que toda aplicacao necessitara exatamente dessa quantidade.

5.2.6 Exemplo numérico de intervalo

Suponha uma hipédtese fixada avaliada em N = 1000 exemplos independentes, com erro
observado

Rp(h) =0,12.
Para § = 0,05,

log 40
= ~ 0.0429.
“= V2000~

Com confianga de pelo menos 95%, Hoeffding garante

Rp(h) < 0,12 40,0429 = 0,1629.

A cota bilateral também fornece limite inferior, truncado em zero:
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Rp(h) €[0,0771, 0,1629).

Esse intervalo ndo € necessariamente o mais estreito para uma propor¢ao binomial, mas ¢ simples

e ndo depende do valor desconhecido de Rp(h).

5.2.7 Forma unilateral

Se precisamos apenas limitar o risco por cima, uma versdo unilateral fornece

Py (Rp(h) = Rp(h) > ) < e 2V,

Com probabilidade de pelo menos 1 — 6,

Rp(h) < Rp(h) + %

A auséncia do fator 2 melhora ligeiramente a cota porque controlamos somente uma dire¢do do

desvio.

5.2.8 Perdas limitadas

A aplicagao ndo se restringe a perda zero-um. Se

0 </{(h(x),y) < B,

podemos normalizar Z, = ¢(h(x;),y,)/B € [0, 1]. Resulta

Py ([Rp(h) — Rp(h)| = €) < 2exp <—2N5 ) .

B2
Quanto maior o intervalo possivel da perda, mais fraca ¢ a concentragdao para o mesmo €.

Perdas nao limitadas, como a quadratica sem restricao nas previsoes e alvos, exigem hipoteses
adicionais ou outras desigualdades. Nao podemos aplicar Hoeffding diretamente sem um limite

quase certo.

5.2.9 O problema da hipotese escolhida

Em aprendizado, usamos
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h=A(D),

portanto a hipotese depende da mesma amostra. A desigualdade para uma h fixa ndo pode ser

simplesmente reescrita como

Py, (|Rp(A(D)) — Rp(A(D))] = ¢) < 2672V,

Essa passagem seria injustificada: A(D) foi selecionada justamente por seu comportamento em
D.

Precisamos controlar todas as hipdteses que o algoritmo poderia escolher.

5.2.10 Classe finita e cota da uniao

Se

Ho={hy,..., hyt,

entdo o evento de falha uniforme é

{3h e 7 : [Rp(h) — Rp(h)| > €}

Pela cota da unido,

No evento complementar, todas as hipdteses satisfazem a cota. Portanto, qualquer A(D) € H

também satisfaz.

Observe que, dentro da unido, cada h ¢é fixa. O evento ndo deve ser escrito com h(D) para cada

parcela.

5.2.11 Cota uniforme em forma de intervalo

Impondo
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oM e 2Ne? <9,

obtemos

log(2M /9)
2N '

Com probabilidade de pelo menos 1 — 6,

—~ log(2M /6
sup ‘RD(h) —Rp(h)’ < %
heI

Para a hipotese selecionada,
—~ log(2M /o
Rp(A(D)) < Rp(A(D) + |/ E2MI0)

O prego de examinar M hipoteses aparece como log M depois que isolamos €.

5.2.12 Complexidade amostral para classe finita
Isolando IV,
N> log(2M /6)
22
¢ suficiente para desvio uniforme no maximo e.

Se M = 1, recuperamos a cota para uma hipdtese fixa. Se multiplicarmos o numero de hipoteses

por mil, adicionamos log 1 000 ao numerador, ndo um fator mil ao tamanho necessario.

5.2.13 Exemplo com seleciao

Considere M = 100 hipodteses, N = 2000 e 6 = 0,05. A largura uniforme é

log(2 - 100/0,05) \/10g4000
_ — /222 0.0455.
c \/ 22000 o000 = 00499

Se a hipotese selecionada tem erro empirico 0,08, entdo
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Rp(A(D)) < 0,1255

com confianga de pelo menos 95%, sob as condigdes da desigualdade.

5.2.14 O equilibrio entre ajuste e capacidade

Uma classe maior pode conter uma hipdtese com erro empirico menor, mas aumenta a penalidade

de complexidade:

Bp(h) + —logg‘\f /%

Isso sugere uma ideia de minimizacao estrutural do risco: comparar ndo apenas o ajuste, mas

ajuste mais uma penalidade de capacidade.

Nao ha uma oposicao absoluta entre “erro empirico” e “erro verdadeiro”. O objetivo ¢ escolher
uma classe expressiva o suficiente para representar padrdes, mas controlada o suficiente para

generalizar com os dados disponiveis.

5.2.15 Limitagoes
Hoeftding ndo resolve todos os problemas:

* exige independéncia;

* exige varidveis limitadas;

* a cota pode ser conservadora;

* aunido direta ndo ajuda quando ¢ ¢ infinita;
* ndo trata mudanga de distribuigao;

* ndo corrige selecdo feita fora da classe contabilizada.

Para classes infinitas, substituiremos M por uma medida do nimero de comportamentos relevan-

tes sobre amostras finitas. Esse caminho leva a funcao de crescimento ¢ a dimensao VC.
5.2.16 Exemplo computacional

from math import log, sqrt

def raio_hoeffding(n, delta, numero_hipoteses=1):
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return sqrt(log(2 * numero_hipoteses / delta) / (2 * n))

print(raio_hoeffding(1000, 0.05))
print(raio_hoeffding(2000, 0.05, numero_hipoteses=100))

O calculo supde perda em [0, 1]. Para perda em [0, B], multiplique o raio por B.

5.2.17 Exercicios de fixacao

Enuncie as condi¢des da desigualdade de Hoeffding.

Calcule a cota bilateral para N = 500 e ¢ = 0,1.

Isole ¢ em 2e~2Ne* < §.

Quantos exemplos sdo suficientes para e = 0,02 ¢ 6 = 0,01 em uma hipotese fixa?
Por que Hoeffding ndo se aplica diretamente a A(D)?

Derive a cota 2M e2N¢” usando a unio.

Para M = 50, N = 1000 e 6 = 0,05, calcule o raio uniforme.

Explique por que a dependéncia em M se torna logaritmica ao isolar €.

A AU T S

Dé um exemplo de perda ndo limitada a qual Hoeffding ndo pode ser aplicada diretamente.

_
e

Compare as formas bilateral e unilateral.

5.3 A dimensao de Vapnik—Chervonenkis

Para uma classe finita, a cota de Hoeffding uniforme contém log |%|. Classes importantes,

porém, possuem infinitas hipoteses: ha infinitas retas no plano e infinitas escolhas de pesos reais.

A cardinalidade infinita superestima o nimero de comportamentos relevantes em uma amostra
finita. Duas retas diferentes podem classificar os mesmos /N pontos exatamente da mesma
maneira. Para generalizacdo, interessa contar as rotulagcdes distintas que a classe consegue

produzir sobre conjuntos finitos.

5.3.1 Restri¢coes e dicotomias
Seja uma classe de classificadores binarios
HC{-1,+1}*

e um conjunto de pontos distintos
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S={xy,...,z5} CX.

A restrigdo de h a S é o vetor

hlg = (h(zy),...,h(zy)) € {—1,+1}7V.

O conjunto de dicotomias realizadas por A em S é

g = {(h(zy), ..., h(xN)) | h € T}

Embora J possa ser infinita,

75| < 2%,

pois existem apenas 2% rotula¢des bindrias dos N pontos.

Duas hipoéteses que diferem fora de S, mas coincidem em todos os pontos de S, contam como

uma unica dicotomia sobre esse conjunto.

5.3.2 Funcao de crescimento

A funcio de crescimento ¢ o maior nimero de dicotomias que a classe consegue realizar em

qualquer conjunto de N pontos:

mge(N) = % AP
|S|=N

Também é comum usar a notagdo I1,-(N). Sempre vale

1 <mgy (N) <2V,

O maximo ¢ tomado sobre a posi¢cdo dos pontos. Um conjunto particular pode admitir poucas

rotulagdes mesmo quando outro conjunto do mesmo tamanho admite todas.

5.3.3 Estilhacamento

Dizemos que J{ estilhaca S quando realiza todas as rotulagdes possiveis:
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|7]g| = 211,

Equivalentemente,

Vye {—1,+1}%l, She H talque h|g=y.

A ordem dos quantificadores ¢ essencial: fixamos um tnico conjunto S e exigimos que, para

cada rotulacdo, possa existir uma hipdtese diferente.

Se a classe estilhaga algum conjunto de /V pontos, entdo

Se nenhum conjunto de N pontos ¢ estilhagado, entdo

5.3.4 Dimensao VC

A dimensao de Vapnik—Chervonenkis ¢ o maior tamanho de um conjunto estilhagado:

dyc(70) = sup {N € N | mye(N) =2V}
Se conjuntos arbitrariamente grandes podem ser estilhacados, definimos
Se k é o menor inteiro para o qual
ele ¢ chamado de ponto de interrupc¢io. Quando existe,

Para provar dy(H) = d, precisamos de duas partes:
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1. cota inferior: exibir um conjunto de d pontos que ¢ estilhagado;

2. cota superior: provar que nenhum conjunto de d + 1 pontos pode ser estilhagado.

Encontrar uma rotulagdo impossivel em um conjunto particular fornece informagao sobre aquele

conjunto, mas nao prova sozinho a cota superior para todos 0s conjuntos.

5.3.5 Exemplo 1: limiares na reta

Considere

—1, z<a,
}[limiar = h (.T) = a € R
+1, x>a

Para N pontos ordenados,

Zq <ZU2<<Z'N,

o limiar pode ser colocado antes de todos, entre dois pontos consecutivos ou depois de todos.

Existem N + 1 dicotomias:

m}[limiar(N) =N + 1.

Um ponto ¢ estilhacado, pois podemos classifica-lo como —1 ou +1. Dois pontos ndo sdao

estilhagados: a rotulagdo (41, —1) contradiz a monotonicidade do limiar. Logo,

dvc (}[ limiar) =L

Se permitissemos ambas as orientacdes do limiar, a classe seria diferente e a contagem precisaria

ser refeita.

5.3.6 Exemplo 2: intervalos na reta

Agora considere classificadores positivos dentro de um intervalo:

+1, a<z<b,
ha,b<x> = L.
—1, caso contrario.
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Sobre N pontos ordenados, os positivos formam um bloco consecutivo. Ha

N(N +1)
2

blocos ndo vazios e uma rotulacdo sem ponto positivo. Portanto,

m e (N):w—i—l.

int

Dois pontos podem receber qualquer uma das quatro rotulagdes. Trés pontos nao podem realizar
(+1,—1,+1), pois um intervalo que contém os extremos também contém o ponto central.

Assim,

dVC<‘7[int> = 2.

5.3.7 Exemplo 3: retas no plano
Considere semiplanos afins em R?:

Ha = {sign(w'x +b) |weR?, beR}.

Trés pontos ndo colineares podem ser estilhacados. Para qualquer rotulagcdo, uma reta separa os

positivos dos negativos.
Trés pontos: 2° rotulagdes realizaveis Quatro pontos: padrdao XOR
° ° ° ° , -
’ ’
’
®
o o [ ] [ ] e o ‘ .
e+ —+ ot - " "
’ .
' '
. '
’ L]
. L}
[ ] ( } () [ ) g !
R @
. 1
.
o O () / \ () o O nenhuma reta separa as diagonais
uma rotulagéo néo realizada neste conjunto

—

Figura 5.3: Retas realizam todas as oito rotulagdes de trés pontos nao colineares; a rotulagao

XOR em quatro vértices € um exemplo ndo separavel.

Para a cota superior, considere qualquer conjunto de quatro pontos.
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 Se um ponto esta no interior do tridngulo formado pelos outros trés, rotule o ponto interno
como positivo e os demais como negativos. Nenhum semiplano o separa.

* Se os quatro pontos estdo em posi¢cdo convexa, rotule vértices alternados como positivos.
Surge o padrao XOR, que ndo ¢ linearmente separavel.

* Degeneragdes colineares ndo aumentam a capacidade.

Logo, nenhum conjunto de quatro pontos ¢ estilhagado e

dVC (%reta> =3.

Para quatro pontos em posi¢do geral, retas realizam 14 das 16 rotulagdes: faltam as duas

rotulagdes XOR com diagonais opostas.

5.3.8 Exemplo 4: semiplanos em R?

Para classificadores afins

hy p(x) = sign(w'x + b)

em R?,

A cota inferior pode ser demonstrada usando d + 1 pontos afim-independentes. A cota superior
decorre da dependéncia afim de qualquer conjunto com d + 2 pontos ¢ de um argumento de

separagao.

Ao incorporar uma coordenada constante,

x = (1,%),

o viés b passa a fazer parte de um vetor de d + 1 pesos. Isso ajuda a compreender o valor d + 1,

mas contar parametros ¢ apenas uma intui¢do, ndo uma prova geral de dimensao VC.

5.3.9 Exemplo 5: conjuntos convexos no plano

Considere a classe de todos os subconjuntos convexos de R?, com rétulo positivo dentro do

conjunto.
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Para qualquer IV, escolha /N pontos sobre uma circunferéncia. Dada uma rotulacio, tome o
fecho convexo dos pontos positivos. Nenhum ponto negativo da circunferéncia pertence a esse
fecho, porque cada ponto ¢ um vértice extremo da configuragdo. Os casos de todos positivos ou

nenhum positivo também sdo realizaveis.

Portanto, a classe estilhaca conjuntos de qualquer tamanho:

dVC (ﬂconv) = 0.

Esse exemplo mostra que uma descri¢do geométrica simples em palavras pode ter capacidade

ilimitada.

5.3.10 Comparacao dos exemplos

Classe Funcao de crescimento Dimensao VC
limiar orientado em R N +1 1
intervalo em R N(NTH) +1 2
semiplano afim em R? 2N até N = 3; m(4) = 14 3
semiplano afim em R¢ crescimento polinomial apds d+1
d+1
conjuntos convexos em 2V para todo N 00
R2

A fungdo de crescimento contém mais informagdo que um uUnico nimero. A dimensdao VC
identifica o ponto a partir do qual o crescimento deixa de ser maximo; o proximo resultado

mostrara que, depois desse ponto, o crescimento ¢ limitado por um polindmio em N.

5.3.11 Dimensiao VC nio é apenas numero de parametros

Em alguns modelos lineares, dimensdo VC e quantidade de parametros tém a mesma ordem.
Isso ndo ¢ uma lei universal. Restri¢cdes algébricas, parametros redundantes, precisao numérica €

estrutura computacional alteram a capacidade.

Além disso, dimensdao VC mede rotulagdes possiveis, ndo dificuldade de otimizagao, velocidade

de treinamento ou qualidade da representacao.

5.3.12 Como calcular uma dimensao VC

Um roteiro pratico é:
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. escolha candidatos a conjuntos pequenos em posi¢ao favoravel,
. prove que todas as rotulagdes de um conjunto de tamanho d sdo realizaveis;

1

2

3. considere uma configuragdo arbitraria de d + 1 pontos;

4. construa, para cada possivel configuragdo geométrica, a0 menos uma rotulagdo impossivel;
5

. conclua as cotas inferior e superior.

Diagramas ajudam a descobrir a resposta, mas cada quantificador precisa aparecer na prova.

5.3.13 Exercicios de fixacao

1. Liste as dicotomias de trés pontos ordenados produzidas por limiares orientados.

2. Verifique a formula da fung@o de crescimento de intervalos para N = 3.

3. Mostre explicitamente como trés pontos ndo colineares realizam todas as oito rotulagdes
por retas.

4. Explique por que o padrao XOR nio ¢ linearmente separavel.

5. Complete o argumento da cota superior para quatro pontos quando um deles esta dentro
do triangulo dos outros.

6. Por que pontos sobre uma circunferéncia podem ser estilhagados por conjuntos convexos?

7. Diferencie fungdo de crescimento, ponto de interrup¢ao e dimensao VC.

8. D& um exemplo de afirmag¢do em que contar parametros seria apenas heuristico.

5.3.14 Cota do numero efetivo de hipdteses sobre uma amostra

A funcdo de crescimento sempre satisfaz

ma(N) < 2NV,

Essa cota ¢ exata quando a classe estilhaga algum conjunto de N pontos, mas ¢ inutil para
demonstrar controle de capacidade: substituir A/ por 2% em uma cota de unido introduz um

termo linear em /V no expoente ¢ pode impedir a convergéncia desejada.

A dimensao VC finita produz uma mudanga decisiva. Depois do primeiro ponto de interrupgdo, a

fungado de crescimento ndo pode continuar exponencial; ela passa a ser limitada por um polindmio.

5.3.15 Lema de Sauer—Shelah

Se
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Fungédo de crescimento
ponto de interrupgao

2N

dicotomias

Tdio C(N,i)

dVC finita
crescimento O(N¢)

rdscimento passa a ser controlado
1

tamanho N

Figura 5.4: Com dimensdo VC finita, a fungio de crescimento deixa de acompanhar 2V apés o
ponto de interrup¢ao e fica limitada por uma soma polinomial.

entdo, para todo IV,

Adotamos (N) =0 quando? > N. Para N < d,asomaé

i
N
> (7] =2
i—0 \

compativel com a possibilidade de estilhacamento. Para N > d, a soma contém apenas 0s

termos até d e cresce como um polindmio de grau d.

Se k = d + 1 é o menor ponto de interrupg¢ao, a mesma cota pode ser escrita

k—1
N
mar(N) < Z E
i=0
5.3.16 Exemplos da cota
Parad = 1,
N N

A classe de limiares orientados atinge exatamente esse valor.
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Parad = 2,
N(N —1
mae(N) < 14 N 4 XD
A classe de intervalos possui
N(N +1
Mi(N) =1+ ¥,

que ¢ maior do que a expressao de Sauer com d = 2? Vamos comparar cuidadosamente:

N(N—1) _ |  N(N+1)

1+ N
~|—+2 5

As expressdes sao iguais. Portanto, intervalos também atingem a cota de Sauer.

Para semiplanos no plano, d = 3:
N N
mg(N) <1+ N+ <2> + <3>

mar(4) <14+4+6+4=15.

Em N =4,

A fungdo de crescimento real de semiplanos afins em posigao geral ¢ 14, portanto a cota ¢ valida,

mas nao exata nesse ponto.

5.3.17 Ideia combinatoria da prova

Defina M (N, d) como o maior nimero de dicotomias possivel em N pontos para uma classe de

dimensdo VC no maximo d. A prova usa a recorréncia

M(N,d) < M(N —1,d)+ M(N —1,d—1).
Para compreender a recorréncia, separe o Ultimo ponto x ;. Ao restringir as dicotomias aos
primeiros N — 1 pontos, ha dois tipos:

1. padrdes que admitem apenas uma extensao para & ;;

2. padrdes que admitem as duas extensoes, —1 ¢ +1.
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O primeiro grupo contribui no maximo M (N — 1,d). No segundo grupo, se fosse possivel
estilhagar d pontos entre os primeiros N — 1, acrescentar x 5y produziria um conjunto de d + 1
pontos estilhacado. Portanto, a classe dos padroes com duas extensdes possui dimensao no

maximo d — 1 e contribui no maximo M (N — 1,d — 1).

Os valores de fronteira sdo

M(0,d) = 1.

Aplicando a recorréncia repetidamente e usando a identidade de Pascal,
= . + | . ;
) ? 1—1

M(N,d) <> (7)

d
1=0

obtemos

Essa ¢ a estrutura central da prova de Sauer—Shelah.

5.3.18 Cota simplificada

Paral < d < N, vale a cota padrao

- (V)= ()

(2

Logo,

Tomando logaritmos,
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logm g (N) < dlog (%) .

Essa forma sera 1til na cota de generalizacdo, pois a penalidade depende do logaritmo do numero

efetivo de dicotomias.

Para d fixo,

enquanto
9 N

cresce exponencialmente. A diferenca entre crescimento polinomial e exponencial € o motivo

pelo qual dimensao VC finita permite aprendizado uniforme.

5.3.19 Uma cota ainda mais simples
Também podemos usar, para N > 1 e d > 1, uma estimativa grosseira como
mg(N) < (d+1)N%

Ela perde constantes ¢ dependéncia refinada em d, mas evidencia o grau polinomial. A expressao

(eN/ d)d costuma ser preferivel em derivagdes quantitativas.

5.3.20 Ponto de interrupcio e efeito domino

O lema contém uma mensagem combinatdria forte: basta que a classe falhe em estilhacar todos

os conjuntos de algum tamanho finito para que o crescimento futuro inteiro fique controlado.

Nao ¢ possivel ter

mg (k) < 2k

e depois retornar ao crescimento maximo

ma(N) = 2N
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para algum N > k. Se um conjunto maior fosse estilhagado, qualquer subconjunto de tamanho

k também seria estilhacado, contradizendo o ponto de interrupgao.

5.3.21 Calculo numeérico

Considere d = 3 e N = 20. Sauer—Shelah fornece

(20) < 20 n 20 n 20 L+ 20
Mot = | 2 3/
Calculando,

Mg (20) < 1+ 20 + 190 + 1140 = 1351.

Sem usar capacidade, a cota trivial seria

220 = 1048 576.

A reducao do nimero efetivo de comportamentos ¢ enorme.

A cota simplificada da

20e\ 3
ZZ) A~ 5950
(5) =590

menos precisa que 1 351, mas ainda muito menor do que 22°.

5.3.22 Rela¢iao com compressao de padroes

()

conta subconjuntos de até d elementos. Isso sugere que uma classe de dimensdo VC d ndo

A soma

consegue tomar decisdes independentes em todas as N posigdes; seus padrdes sdo determinados

por uma estrutura combinatoria de ordem d.
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Essa interpretacao ndo significa que toda classe VC admita automaticamente um esquema simples
de compressao com exatamente d exemplos. A relagdo formal entre dimensdo VC e compressao

de amostras é mais delicada. A soma binomial é, antes de tudo, uma cota combinatoria.

5.3.23 O que o lema nao diz
Sauer—Shelah limita o nimero de dicotomias, mas nao:

* encontra a hipotese o6tima;

* garante que o algoritmo seja eficiente;
* mede erro de aproximagao;

* trata regressdo continua diretamente;

 fornece sozinho uma probabilidade de generalizacao.

Para obter uma cota de erro, combinaremos a fun¢do de crescimento com uma desigualdade de

concentragdo e um argumento de uniformizagao.

5.3.24 Exemplo computacional

from math import comb

def cota_sauer(n, d):

return sum(comb(n, i) for i in range(min(d, n) + 1))

print(cota_sauer(20, 3)) # 1351
print (2 ** 20) # 1048576

5.3.25 Exercicios de fixacao

Calcule a cota de Sauerpara N = 6ed = 2.

Verifique que a formula para d = 1 coincide com a fungdo de crescimento dos limiares.
Mostre algebricamente que 1 + N + (§) =1+ N(N +1)/2.

Explique a recorréncia M (N,d) < M(N —1,d) + M(N —1,d —1).

Use a identidade de Pascal para verificar que a soma binomial satisfaz a mesma recorréncia.
oN

Compare numericamente e a cota de Sauer para N = 10, d = 3.

NS kR =

Por que uma classe ndo pode voltar a estilhagar conjuntos maiores depois de um ponto de

interrupgao?
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8. Diferencie a cota exata pela soma binomial da aproximagao (e N /d)<.

9. Explique por que o lema de Sauer—Shelah ainda ndo ¢, sozinho, uma cota de generalizagao.

5.3.26 Cota de erro

Até aqui, a dimensdo VC e a fun¢do de crescimento mediram quantas formas diferentes
uma classe de hipéteses pode produzir sobre uma amostra. Falta transformar essa medida
combinatdria em uma afirmacao estatistica: quao proéximo o erro observado nos dados esta do

erro que a hipotese terd em exemplos futuros?

Seja

em que £ € o erro na amostra de treinamento D e E_, € o erro esperado na distribuicdo que

gera os dados. O mddulo |A (h)| é chamado lacuna de generalizacio.

Dimensao VC Crescimento Desvio uniforme Generalizacao

d mede a capacidade m_H(2N) cresce todos os h sdo E_out préximo

da classe H polinomialmente controlados juntos de E_in

Mais dados ou menor complexidade = cota mais estreita

Figura 5.5: A dimensao VC limita a fun¢do de crescimento, que permite controlar simultanea-
mente a lacuna de todas as hipoteses.

5.3.26.1 Uma cota uniforme

Uma forma classica da desigualdade de Vapnik—Chervonenkis afirma que, para qualquer € > 0,

Pr| su

p |
heF

Ne?
Buulh) = Bu(h)] > €] < 42y exp - ). G5.1)

As constantes podem variar entre versoes do teorema, mas a estrutura € sempre a mesma: uma
parcela mede a complexidade de 7 e a exponencial mede o efeito benéfico do nimero N de

exemplos.
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O supremo ¢ essencial. A desigualdade ndo controla apenas uma hipotese fixada antes de observar
os dados; ela controla simultaneamente todas as hipdteses da classe. Portanto, continua valida
para a hipotese g = A(D) escolhida pelo algoritmo depois de examinar a amostra. Esse
¢ justamente o passo que uma aplicacdo direta da desigualdade de Hoeffding ndo consegue

justificar.

Fixando uma probabilidade de falha 6 € (0, 1) e isolando € em Equagéo 5.1, obtemos, com

probabilidade pelo menos 1 — 4,

heH

8 4 2N
Sup | B () — By ()] < \/ (). 52)

Em particular, a hipétese devolvida pelo algoritmo satisfaz

Eou(9) < Ein(9) + \/% 1n<4mﬂT<2N>) .

Assim, a cota separa dois objetivos: o algoritmo procura reduzir E;,(g), enquanto a teoria limita

a distancia entre esse valore £ ,(g).

5.3.26.2 Inserindo a dimensao VC

Se d = dyc(H) < 00, 0 lema de Sauer—Shelah fornece

d d
oN 2N
mae(2N) <5 ( Z_ ) < (%) . 2N >d.
1=0

Substituindo essa estimativa em Equagdo 5.2, chegamos a cota

Buuls) — Bn(0)] <[ [ (2 ) 4 m(3)]. 53

Essa expressao explicita trés relagdes importantes:

» aumentar N tende a estreitar a cota;
 aumentar d torna a classe mais flexivel e alarga a cota;

* reduzir ) aumenta a confianga, mas também torna a garantia mais conservadora.

Para d fixo, o lado direito tem ordem aproximada
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o \/dlnN+ln(1/5)
N )

que converge para zero quando N — 00. A convergéncia ocorre porque a fungdo de crescimento
é polinomial. Se ela permanecesse igual a 22V, seu logaritmo seria proporcional a N e a cota

nao desapareceria.

5.3.26.3 Quantos exemplos sdo necessarios?

Para exigir uma lacuna de no méaximo e, basta procurar N tal que

N> 6% [dm(%) —i—ln(%)] . (5.4)

A desigualdade ¢ implicita, pois N também aparece dentro do logaritmo. Em um programa,
podemos encontrar 0 menor inteiro que a satisfaz por busca incremental ou binaria. Uma iteragao

de ponto fixo também fornece uma estimativa rapida:

import math

def amostras_vc(d, epsilon, delta, n_inicial=1):
n = max(n_inicial, math.ceil(d / 2))
while True:
rhs = (8 / epsilon**2) * (
d * math.log(2 * math.e * n / d)
+ math.log(4 / delta)
)
novo n = math.ceil(rhs)
if novo_n <= n:
return n

n = novo_n
print (amostras_vc(d=3, epsilon=0.1, delta=0.1))
O resultado deve ser interpretado como uma condicfo suficiente, n3o como o nimero exato

de exemplos de que todo problema precisard. Cotas VC sdo independentes da distribuicdo e do

algoritmo; por cobrirem até os casos mais desfavoraveis, frequentemente sao conservadoras.
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! Dimensio VC ndo é simplesmente nimero de parimetros

Em alguns modelos lineares, a dimensao VC ¢ proxima do nimero de parametros livres.
Isso ndo constitui uma regra universal. Restrigdes, arquitetura, margem, regularizagao e
até a forma de parametrizagcdo podem alterar a capacidade efetiva. O objeto matematico

relevante ¢ a classe de fungdes realizaveis, nao apenas o tamanho do vetor de parametros.

5.3.26.4 Da generalizacio ao aprendizado PAC

Suponha que o algoritmo encontre g com erro de treinamento pequeno. Se a classe tem dimensao
VC finita e [V satisfaz Equagdo 5.4, entdo, com alta probabilidade, o erro fora da amostra também
sera pequeno. No caso realizdvel, em que existe uma hipotese perfeita na classe e o algoritmo

encontra £ (g) = 0, Equag@o 5.3 fornece diretamente uma garantia para £ ,(g).

No caso nao realizavel, ¢ util decompor o desempenho em duas partes:

Eout(.g) = Ei <g> +(E0ut<g) _Ei <g>) :
qualidade do ajuste lacuna de generalizagdo

A teoria VC controla a segunda parte; otimizagdo e escolha do modelo tratam da primeira. Uma
cota estreita ndo compensa um modelo que ajusta mal os dados, assim como erro de treinamento

zero ndo garante sozinho boa generalizagao.

5.3.26.5 Exemplo de leitura da cota

Considere duas classes treinadas com a mesma amostra. A classe | tem d = 5 e a classe H
tem d = 500. Se ambas alcangam o mesmo erro de treinamento, a cota favorece J |, pois ela
oferece menos maneiras de se adaptar acidentalmente ao ruido. Entretanto, se (', apresenta erro
de treinamento muito alto, (5, pode produzir a melhor soma entre ajuste e complexidade. Essa

tensdo ¢ uma formulacdo matematica do compromisso entre subajuste e sobreajuste.

5.3.26.6 Recapitulacio

1. A desigualdade VC controla uniformemente todas as hipoteses de .

2. O lema de Sauer—Shelah converte dimensdo VC finita em crescimento polinomial.
3. Alacuna garantida decresce aproximadamente como +/(dIn N + In(1/6))/N.
4

. A complexidade amostral cresce com a capacidade d, com a precisdo desejada 1 /€ e com

a confianca desejada 1 — 0.
5. A cota ¢ uma garantia de pior caso; ela orienta o raciocinio, mas nao substitui validacao

empirica.
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5.3.26.7 Exercicios

1. Explique por que o supremo sobre h € J{ permite aplicar a cota a hipotese escolhida
depois de observar os dados.

2. Mantendo d e ¢ fixos, o que acontece aproximadamente com a cota quando N ¢ quadru-
plicado?

3. Implemente a fungéo amostras_vc e compare os resultados para d € {5, 50, 500}.

4. Mostre que, para d fixo, (dIn N)/N — 0.

5. D& um exemplo em que escolher a classe de menor dimensao VC provoque subajuste.

5.4 [Exercicios de multipla escolha

Cada questao possui uma unica resposta correta. Tente relacionar a alternativa escolhida as

definigdes e cotas estudadas no capitulo.

1. Alacuna de generalizacdo absoluta de uma hipdtese h é:

a. ’Eout<h) T Em(h)|
b. Eout<h> + E1n<h’)
c. B, (h)2.

d. o niimero de parametros de h.

2. Por que uma cota para uma hipdtese fixada antes dos dados ndo basta para a hipotese

selecionada por treinamento?

a. Porque o treinamento escolhe a hipotese com base na mesma amostra.
b. Porque hipdteses treinadas ndo possuem erro.
c. Porque a amostra deixa de conter variaveis aleatorias.

d. Porque Hoeffding se aplica somente a regressao.
3. A desigualdade de Hoeffding, na forma estudada, requer variaveis:

a. independentes e limitadas.

b. sempre gaussianas e negativas.
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c. deterministicas e ilimitadas.

d. necessariamente vetoriais.

4. Ao quadruplicar N, mantendo os outros termos fixos, uma cota proporcional a 1/v/ N é

aproximadamente:

a. duplicada.
b. reduzida a metade.
c. quadruplicada.

d. inalterada.

5. Para uma classe finita com M hipdteses, a cota da unido introduz tipicamente qual depen-

déncia na complexidade?

a. In M.
b. 1/M2.
c. 2M dentro do erro.

d. Nenhuma dependéncia em M.
6. Um conjunto ¢ estilhacado por /' quando:

a. apenas uma rotulagdo pode ser produzida.
b. todas as rotulagdes binarias de seus pontos podem ser realizadas por hipoteses de J1 .
c. todos os pontos recebem obrigatoriamente o mesmo rétulo.

d. sua cardinalidade ¢ infinita.
7. A dimensdo VC da classe de limiares em uma reta é:

a. 0.
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d. infinita.

8. A dimensdo VC da classe de intervalos em uma reta é:

a. 1.
b. 2.
c. 3.
d. infinita.

9. O lema de Sauer—Shelah mostra que, quando dy,~ ¢ finita, a fungdo de crescimento para

amostras grandes ¢ limitada por um crescimento:

a. polinomial em V.

b. necessariamente constante.

c. maior que todas as exponenciais.

d. independente de V.
10. Qual afirmagado interpreta corretamente uma cota VC?

a. Ela prevé exatamente o erro de teste de qualquer experimento.

b. Ela ¢ uma garantia de pior caso e ndo substitui validagdo empirica.

c. Ela prova que modelos mais simples sdo sempre melhores.

d. Ela elimina o erro de aproximagao.

1 Gabarito comentado

1. a. O valor absoluto mede o tamanho da diferenca sem depender de seu sinal.

2. a. A selecdo adapta h as flutuagdes da amostra, exigindo controle simultaneo sobre
toda a classe.

a. Independéncia e limitacao sdo condigdes centrais da forma apresentada.

b. 1/VAN = 1/(2V/N).

a. A aplicacdo da unido as M hipdteses aparece como In M ao isolar a tolerancia.

b. Estilhagar significa realizar as 2"V dicotomias possiveis naquele conjunto.

N AW

b. Um ponto pode receber ambos os rotulos, mas dois pontos ndo admitem todas as

dicotomias com um unico limiar orientado.
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8. b. Intervalos estilhacam dois pontos; trés pontos alternados ndo podem ser rotulados
positivo—negativo—positivo por um so intervalo.
9. a. Para N > dy, o numero efetivo de dicotomias deixa de crescer como 2V e
recebe uma cota polinomial.
10. b. A cota explica dependéncias e oferece garantia probabilistica, mas pode ser

conservadora em uma aplicagao concreta.
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Capitulo 6
Hipoteses Lineares

Modelos lineares estio entre as ferramentas mais importantes do aprendizado de maquina. Eles
sdo matematicamente simples, eficientes e interpretaveis, mas também servem de bloco basico
para modelos mais complexos. Uma unidade de uma rede neural, por exemplo, comeca calculando

a mesma soma ponderada que estudaremos neste capitulo.

O termo linear nao significa que a saida final precise ser uma reta. Significa que o modelo

comeca combinando os atributos de entrada por uma pontuacio linear. Para um exemplo

r = (z1,...,74) € R?, definimos
s(x) =b+wzy + - +wyzy, (6.1)
em que Wy, ..., Wy sao os pesos e b ¢ o viés (bias) ou intercepto. Cada peso expressa como uma

variacao no atributo correspondente altera a pontuagdo, mantendo os outros atributos fixos.

° ~ . . .
1 Peso ndo implica causalidade

Um peso positivo indica associacao positiva dentro do modelo; ndo prova que o atributo
causa o resultado. Dados observacionais podem conter correlagdes espurias, variaveis

omitidas e vieses de selecao.

6.1 Visao geral dos modelos lineares

6.1.1 Uma estrutura comum para trés tarefas

Depois de calcular s(z), aplicamos uma funcéo de saida h:
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A escolha de h adapta a mesma estrutura linear a diferentes tipos de problema:

Tarefa Espago de saida Transformagao Interpretagao
classifica¢do binaria {—=1,+1} hy(s) = sinal(s) escolhe uma de duas
classes
regresséo linear R hy(s)=s prevé uma
quantidade
regressdo logistica (0,1) hy(s) =0(s) = estima uma
1/(1+e7) probabilidade
e ™
Perceptron
sinal(s) € {—1,+1}
decis&o binaria
J
Atributos Pontuagéo linear (" o A
Regressao linear
x=(lx, .., x d ST id(s) =s €R
dados do exemplo soma ponderada quantidade continua
N J
e N
Regressao logistica
a(s) €(0,1)
probabilidade estimada
N J

Figura 6.1: A mesma pontuagao linear pode alimentar trés fungdes de saida diferentes.

Considere um banco que representa cada cliente por renda, divida, tempo de emprego e histdrico

de pagamentos. A mesma entrada pode originar perguntas distintas:

* classificacido: o pedido deve ser aprovado?
* regressao: qual limite de crédito ¢ adequado?

» probabilidade: qual ¢ a probabilidade estimada de inadimpléncia?

O tipo da varidvel-alvo determina o modelo e a funcao de erro apropriada. Nao faz sentido, por
exemplo, interpretar diretamente uma regressao linear como probabilidade, pois sua saida pode

SCr menor que Zero ou maior quc um.
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6.1.2 Notacido matricial e a coordenada de viés

Podemos incorporar b ao vetor de pesos adicionando uma coordenada constante a entrada:

T=(1,2q,...,24), W= (b,wy,...,wy).

Entdo Equagdo 6.1 assume a forma compacta

s(x) =w'7.

T

O sobrescrito T indica transposi¢do. Se os dois vetores forem tratados como colunas, w' é uma

linha e o produto matricial produz o escalar

@Ti - b + wlxl + + wdl’d.

Esse “truque do 1 simplifica formulas e implementagdes: o algoritmo pode atualizar viés e
pesos com uma unica operagdo vetorial. E importante, porém, lembrar que um exemplo com d

atributos passa a ser representado por d 4 1 coordenadas.

Para uma amostra com /N exemplos, organizamos as entradas nas linhas da matriz de projeto

Iz - @y

1 x cee :l'/'
X — ?1 2d

L zny  Zng

O vetor Xw contém de uma sé vez as pontuagdes dos N exemplos. Essa formulagio é central

em bibliotecas numéricas, pois substitui lagos explicitos por operagdes matriciais otimizadas.

6.1.3 Aprender significa escolher os pesos

Seja

D = {(331,y1)7 ceey (ajN,yN)}

uma amostra rotulada. Para cada vetor W, o modelo produz predi¢des hz(x,,). Uma fungéo de

perda ¢(hg(x,,),y,,) mede o custo de cada predigéo, e o erro empirico é normalmente a média
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1 N
Ea@) = > Ulhar(,), 1)

O algoritmo de aprendizado procura pesos que reduzam esse erro:

w* € argmin E, ().
w
Os trés métodos deste capitulo diferem em dois pontos principais: a fun¢do de saida e a perda
usada na otimizag@o. O Perceptron atualiza os pesos quando encontra um exemplo classificado
incorretamente; a regressao linear minimiza o erro quadratico; e a regressao logistica minimiza

uma perda probabilistica.

6.1.4 Geometria da pontuacio

O conjunto de pontos com pontuagdo zero,

b+wizy + - +wyxy; =0,

¢ um hiperplano. Em duas dimensdes ele ¢ uma reta; em trés, um plano. O vetor w =
(wq, ..., w,) é perpendicular a esse hiperplano, enquanto o viés controla seu deslocamento em
relacdo a origem. Na classificacdo, o sinal da pontuagado indica de que lado da fronteira o ponto

estd. Na regressdo, a propria pontuacgao representa a altura prevista.

Essa interpretacdo geométrica também revela uma limitagdo: sem transformar os atributos, uma
unica fronteira linear ndo consegue separar padroes como o XOR. Mais adiante, transformagoes
de atributos e redes neurais permitirdo construir fronteiras nao lineares a partir de componentes

lineares.

6.1.5 Escala dos atributos

Os pesos dependem das unidades adotadas. Se renda estiver em centavos e idade em anos, a
primeira coordenada pode ter magnitude milhdes de vezes maior. Isso pode tornar a otimizagao

instavel e dificulta comparar os pesos. Uma pratica comum ¢ padronizar cada atributo numérico:

em que p; e 0; sdo calculados somente no conjunto de treinamento. Usar estatisticas de

146



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 147

validagdo ou teste introduziria vazamento de dados.

6.1.6 O que estudaremos
Nas proximas se¢des, a mesma sequéncia serd repetida para cada modelo:

. definir a classe de hipoteses;

. escolher uma funcao de erro;

1
2
3. derivar ou apresentar o algoritmo de otimizagao;
4. implementar o método computacionalmente;

5

. discutir convergéncia, limitagdes e uso adequado.

Ao final, sera possivel reconhecer que Perceptron, regressao linear e regressao logistica ndo sao
técnicas isoladas. Sdo trés instancias de uma mesma ideia: combinar atributos linearmente e

adaptar a saida ao tipo de pergunta que desejamos responder.

6.2 4.1 Perceptron (ou Discriminador Linear)

O Perceptron ¢ um algoritmo para classificacdo binaria. Ele recebe exemplos descritos por
vetores numeéricos e aprende uma fronteira linear que procura separar duas classes. Apesar de
simples, o método introduz ideias que reaparecem em redes neurais: soma ponderada, fungdo de

ativacao e atualizagdo iterativa dos pesos a partir dos erros.

Considere novamente a andlise de crédito. Cada cliente é representado por atributos como
renda, divida e tempo de emprego, e o rotulo histérico informa se houve pagamento (41) ou

inadimpléncia (—1). O modelo calcula uma pontuacao

s(x) =wTx+b

€ compara essa pontuacao com zero:

+1, w'z+b>0,
hop (@) = . (6.2)
—1, w'z+b<0.

Adotar uma regra explicita para o caso de igualdade evita que sinal(0) fique indefinido na

implementagdo. Outra convengao seria possivel, desde que fosse usada de maneira consistente.
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6.2.1 Interpretaciao da pontuacio

O valor s(x) contém mais informagéo do que o rétulo final. Seu sinal determina a classe e seu

modulo indica a distancia algébrica até o limiar. Cada componente contribui com w;z ;:

* se w, > 0, valores maiores de x ; elevam a pontuacgao;
J ’ J
* sew; < 0, valores maiores de x j reduzem a pontuagao;

* se w; = 0, o atributo ndo participa da decisao atual.

Essa leitura exige aten¢do a escala. Um peso pequeno associado a um atributo medido em
milhares pode ter impacto maior do que um peso grande associado a um atributo entre zero e um.

Por isso, a contribui¢do w;x ; costuma ser mais informativa que o peso isolado.

6.2.2 Interpretacio geométrica
A fronteira de decisao contém os pontos de pontuagao zero:
{r eRY:wTx+b=0}.

Esse conjunto ¢ um hiperplano perpendicular ao vetor w. Os pontos com pontuacao positiva

ficam em um semiespaco, € os de pontuagdo negativa, no outro.

h(x)=+1

fronteira: wix + b =0 X1

Figura 6.2: A fronteira do Perceptron separa os dois semiespagos; o vetor de pesos € perpendicular
aela.

Em duas dimensdes, com z = (x1,2,) € wy # 0, podemos escrever a fronteira como uma reta:
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wy b
WLy +Woko +b=0 <= x5=—3,— —.
121 2%o 2 1

Wy Wy

Logo, —w, /w4 ¢ a inclinagdo e —b/w,, é o intercepto vertical. Alterar a dire¢do de w gira a

fronteira; alterar b a desloca sem mudar sua orienta¢io.

6.2.3 O que o algoritmo aprende

Dada uma amostra

D = {(x17y1>7 ) (xNayN>}7 Yn € {_17+1}7

o objetivo, quando os dados sdo linearmente separaveis, ¢ encontrar w e b tais que

y,(w'z, +b) >0  paratodon. (6.3)

Por que essa tnica desigualdade representa as duas classes? Se y,, = +1, ela exige pontuagao
positiva. Se y,, = —1, multiplicar por —1 inverte o sinal e exige pontua¢do negativa. A

quantidade

Y (w'z, +b)

¢ chamada margem funcional do exemplo: ¢ positiva quando a classificagdo esta correta e ndo

positiva quando ha erro ou empate.

O Perceptron ndo calcula a fronteira em uma tnica férmula. Ele percorre os exemplos e, sempre
que encontra um erro, move os parametros na direcao que favorece o rétulo correto. As subsecgoes

seguintes irdo formalizar a classe de hipdteses, o erro e essa regra de atualizagio.

Hipotese fundamental

O Perceptron cléassico converge em um numero finito de atualizagdes somente quando os
dados sdo linearmente separaveis. Se houver ruido, rétulos contraditorios ou uma fronteira

essencialmente ndo linear, ele pode continuar oscilando. A variante Pocket tratara esse caso.
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6.2.4 Exemplos de aplicaciao

* Filtro de spam: frequéncias de palavras formam o vetor de entrada, e o sinal da pontuagao
decide entre spam e mensagem legitima.

* Controle de qualidade: medidas de uma pega alimentam uma decisao entre aprovada e
defeituosa.

» Diagnostico assistido: atributos clinicos produzem uma triagem binaria, que deve ser

avaliada com atengao a custos de falsos positivos e falsos negativos.

Nesses exemplos, a decisdo automatizada ndo deve ser confundida com uma verdade absoluta. O
modelo reproduz padrdes presentes na amostra e pode herdar seus erros e vieses. Em aplicagdes
de alto impacto, métricas por subgrupo, revisao humana e documentagiao dos dados sdo partes do

sistema, ndo detalhes opcionais.

6.2.5 Hipoteses

Uma hipdtese ¢ uma regra de classificagao obtida ao fixar os parametros do modelo. Para
evitar ambiguidade entre os atributos originais e a coordenada constante, usaremos um til na

representacao homogénea:

= (Ty,...,xy) +> T=(1,z,...,2y),

(b,wl,...,wd) — ﬂj: (b,wl,...,wd>.

O produto escalar entre dois vetores coluna u, v € R4 ¢

d
§=0
Portanto,
W'E=b+wxy + -+ wyx,. (6.4)

Essa escrita incorpora o viés na mesma operacao usada para os demais pesos. Ela também evita
um erro comum de orientago: se 0 e Z sdo vetores coluna de tamanho (d + 1) x 1, entdo @' Z

T

tem tamanho 1 X 1 e representa um escalar. J4 wWZ ' seria uma matriz (d + 1) X (d + 1), ndo o

produto escalar desejado.
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Com a convencao de que empates recebem o rotulo +1, definimos

+1, z22>0,

sinal , (z) =
’ ~1

, 2<0.

A classe de hipoteses do Perceptron em R? ¢, entdo,

H = {hg(z) = sinal  (0'Z) : W € RI1}. (6.5)

mathrmperc

Observe a diferenca entre trés objetos:

* H e € a classe de todas as fronteiras lineares permitidas;

* hg ¢ uma hipdtese particular, determinada por um vetor de parametros;

* g = hg ¢ ahipdtese final escolhida pelo algoritmo a partir dos dados.

6.2.6 Equivaléncia de parametrizacoes

T

Alguns textos escrevem a pontuagdo como w' © — b e chamam b de limiar. Outros escrevem

w2 + b e chamam b de viés. As duas formas s3o equivalentes: basta trocar b por —b. Neste
capitulo, adotaremos a segunda convengao para manter a compatibilidade com a notagao usual

de regressdo e redes neurais.

Por exemplo, em duas dimensdes,

h(x) = sinal, (2 — 3z, + x5)

possui vetor homogéneo w = (2,—3,1). Parax = (1,4),temos £ = (1,1,4) e

@5 =2—3(1)+1(4) = 3,

portanto h(x) = +1. Parax = (2, 1), a pontuagdo ¢ 2 — 3(2) + 1 = —3 e a previsdo ¢ —1.

6.2.7 Invariancia por escala positiva

Se ¢ > 0, os vetores W e cw definem exatamente a mesma classificagdo, pois

sinal,, ((cw)'%) = sinal, (cW' 7).
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Assim, ha infinitos vetores de parametros que representam a mesma fronteira. Multiplicar por
um numero negativo, porém, troca os lados e inverte todos os rotulos. Essa redundancia explica

por que o tamanho bruto de w ndo determina sozinho a fronteira de decisao.

6.2.8 Representacio de uma amostra

IRNX(d—H)

Se os exemplos homogéneos forem armazenados nas linhas de X € , todas as pontua-

¢oes podem ser calculadas por

s= XweRN.

A aplica¢do componente a componente de sinal, gera o vetor de predigdes. Em NumPy, essa
ideia corresponde essencialmente a scores = X_tilde @ w_tilde, uma operagdo matricial

que também orientara a implementagdo do algoritmo.

@ Teste de dimensoes

Antes de implementar uma formula, anote as dimensdes: X ¢ N x (d+1) e @ é (d+1) x 1;

logo, o produto ¢ N x 1, uma pontuagio por exemplo.

6.2.9 Erro

Para avaliar uma hipotese de classificacdo, a medida mais direta é contar quantas previsdes

discordam dos rétulos. A perda zero—um de um exemplo ¢é

lor(h(2,),y,) = L[h(zy,) # vyl

em que 1[Q)] vale 1 quando a proposi¢do () é verdadeira e 0 quando ¢ falsa. O numero total de

erros na amostra €

N
Nowo(h) = 1[h(z,,) # Y],
n=1
e a taxa de erro dentro da amostra ¢
Eop(h) = < N (1) (6.6)
in - N erro . .
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A contagem e a taxa contém a mesma informagao quando /N ¢ fixo. A taxa ¢ geralmente preferivel

porque permanece entre zero € um e permite comparar amostras de tamanhos diferentes.

6.2.10 Erro escrito com rétulos {—1,+1}

Como h(z,,) ey, pertencem a {—1, +1}, sua diferenga é zero em um acerto e +2 em um erro.

Logo,

(h(z,) = )

1[h(z,) # ] =

O fator 1/4 ¢ indispensavel: sem ele, cada erro seria contado como quatro. Portanto, uma forma

equivalente de Equagao 6.6 ¢

1 N

Bi(h) = g7 > () = 9,)"

n

Essa equivaléncia depende especificamente da codificagdo {—1,+1}. Com rétulos {0,1}, o

quadrado da diferenca j& vale um nos erros.

6.2.11 Margem e condi¢ao de erro

Para o Perceptron, ¢ mais conveniente expressar o erro antes de aplicar a funcao sinal. Defina a

margem funcional do exemplo n por

m, =y, (w'z, +b).

Com a convencao adotada para empates, um exemplo € certamente classificado de modo correto
quando m,, > 0. Quando m,, < 0, ele esta do lado errado da fronteira. Em m,, = 0, a perda
zero—um depende do rétulo e da regra de desempate. O algoritmo cldssico adota um critério mais

conservador e solicita uma atualizag¢do para qualquer margem nao positiva:

fyee(m,) = 1[m,, < 0] 6.7)
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critério €perc(m)

erro ou empate classificagao correta

margem m = y(wTx+b)

Figura 6.3: O critério conservador de atualizagdo muda abruptamente quando a margem cruza
Zero.

O moédulo de m,, ndo altera esse critério: uma classificagdo correta por margem 0,001 e outra
por margem 100 recebem perda zero. Esse comportamento ¢ adequado para medir acurécia, mas

fornece pouca informagao para otimizagao.

6.2.12 Por que ndo minimizar diretamente a perda zero—um?

A funcdo em degrau de Equagdo 6.7 ¢ descontinua em zero e constante em quase todos os
demais pontos. Seu gradiente ¢ zero onde existe e nao esta definido no salto. Consequentemente,

métodos de gradiente ndo recebem uma diregdo 1til para mover os pesos.

O Perceptron contorna esse problema com uma regra operacional simples: seleciona um exemplo
com m,, < 0 e ajusta os pesos para aumentar sua margem. Essa regra serd derivada na proxima
subse¢do. Outros modelos substituem a perda zero—um por fungdes continuas, como a perda

logistica ou a hinge loss.

6.2.13 Separabilidade e valor minimo

Se existe (w, b) para o qual m,, > 0 para todo 7, a amostra ¢ linearmente separavel e 0 minimo
da taxa de erro ¢ zero. Nesse caso, o teorema de convergéncia do Perceptron garante que o

algoritmo encontra uma solugdo em nuimero finito de atualizagdes.

Se os dados ndo sdo separaveis, entdo nenhuma hipotese da classe alcanga erro zero. O Perceptron

classico pode visitar diferentes vetores de peso sem estabilizar. Isso nao significa que todos
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sejam igualmente bons: alguns cometem menos erros que outros. A variante Pocket guardard no

“bolso” o melhor vetor observado durante a execucao.

! Erro de treinamento ndo é erro de generalizacao

Mesmo quando F, (h) = 0, ainda é necessario avaliar a hipdtese em dados néo usados no

ajuste. Uma fronteira pode separar a amostra por acaso, especialmente quando ha poucos

exemplos ou muitos atributos.

6.2.14 Acuracia e custos assimétricos

A acuracia ¢ 1 — E, (h), mas nem sempre resume o objetivo da aplicagdo. Em diagndstico
médico, deixar de detectar uma doenga pode ser mais grave do que gerar um alarme falso; em
filtros de spam, bloquear uma mensagem legitima pode ter custo elevado. Nesses casos, além da
taxa de erro, devem ser examinadas a matriz de confusio, precisdo, revocagao e uma funcao de

custo coerente com o problema.

6.2.14.1 Verificacido rapida

Considere rotulos verdadeiros (+1,41,—1,—1) e previsdes (+1,—1, —1,41). Ha dois erros
em quatro exemplos, portanto N, = 2, E;, = 0,5 e a acurécia ¢ 0,5. Pela formula quadratica,

a soma dos quadrados ¢ 0 + 4 + 0 4+ 4 = 8; dividindo por 4N = 16, obtemos novamente 0,5.

6.2.15 Algoritmo

O algoritmo do Perceptron constroi os parametros por corregdes locais. Comegamos com um

~

vetor, frequentemente @*) = 0. Na iteragdo ¢, escolhemos um exemplo (Z,,,Y,,) cuja margem

ndo ¢ positiva:

y, (@) &, <0. (6.8)

Em seguida, atualizamos

oY =@ +ny, 7, (6.9)

em que 7 > 0 ¢ a taxa de aprendizado. No Perceptron cléssico, 7 = 1 € suficiente; deixar o
parametro explicito ajuda a interpretar o tamanho do passo e aproxima a notagdo da usada em

outros métodos.
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6.2.16 Por que a atualizacio aponta para o lado correto?

Se y,, = +1, somamos 1, aos pesos, aumentando a pontuagdo desse exemplo. Se y,, = —1,

subtraimos 7Z,,, reduzindo sua pontuagdo. Em ambos os casos, a nova margem ¢

mitD = Y. (,&;(tﬂ))T 7

=y, (B + ny,7,) " F,

—m +m2E 7,

t ~
—m + |7, 2.

(6.10)

Usamos y2 = 1. Comon > O ¢ |Z,||3 > 0, a margem do exemplo selecionado sempre aumenta.

4 4 )

Exemplo selecionado Atualizacao Nova margem
m=ywhk<0 w'=w + npyx > m'=m + ylx|?
erro ou empate move os parametros sempre aumenta

& - J

A melhora é garantida para o exemplo selecionado, ndo necessariamente para todos os demais.

Figura 6.4: Uma atualizagdo aumenta a margem do exemplo que provocou a corregao.

Essa garantia ¢ local: a atualizagdo pode reduzir a margem de outros exemplos e até fazer uma
previsdo antes correta tornar-se incorreta. O teorema de convergéncia ndo afirma que o nimero
de erros diminui a cada passo; afirma que, sob separabilidade, esse processo de corregdes nao

pode continuar para sempre.

6.2.17 Atualizando viés e pesos separadamente

Como z,, = (1,x,,) e w = (b, w), Equagdo 6.9 equivale a

b<t+1) — b(t) _|_ nyn7

w(t+1) — w(t) _|_ nynajn
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Essa forma ¢ util quando a implementacdo armazena o viés separado. Se os atributos forem
transformados ou normalizados, a coordenada constante ndo deve ser normalizada junto com

eles.

6.2.18 Pseudocodigo

entrada: amostra D, taxa > O, limite de épocas

inicialize w e b

para cada época:
nimero_de_atualizagdes « O
para cada (x_n, y_n) em D:
margem « y n (w xn + b)
se margem O:
Wew+ ynxn
b«b+ yn
nimero_de_atualizagbes + nuimero_de_atualizagbes + 1
se nimero_de_atualizagdes = O:

encerre: todos os exemplos tém margem positiva

devolva w e b

Uma época ¢ uma passagem completa pela amostra. O contador de atualizagdes fornece um
critério de parada mais confiavel que verificar se o vetor mudou “pouco”: no Perceptron, au-
séncia de atualiza¢des durante uma época significa que todos os exemplos foram classificados

corretamente segundo o critério adotado.

6.2.19 Ordem dos exemplos

A solucdo encontrada ndo € unica e pode depender da ordem em que os exemplos sao apresentados.
Em implementag¢des praticas, ¢ comum embaralhar a amostra a cada época. Isso evita padroes
artificiais na ordem dos dados e pode acelerar a convergéncia, embora nao altere a hipdtese

matematica de separabilidade.
Ha duas variantes de selecao frequentes:

« on-line ou estocastica: atualiza imediatamente ao encontrar cada erro;

* por erro escolhido: localiza algum exemplo incorreto, atualiza e reinicia a busca.

Ambas seguem a mesma regra fundamental. A primeira costuma ser mais natural para dados
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recebidos em fluxo.

6.2.20 Taxa de aprendizado e inicializacio

Para dados separaveis e taxa positiva constante, mudar 7) ou a escala da inicializag¢do frequente-
mente altera o representante numérico, mas nao a esséncia da busca por uma fronteira. Ainda
assim, valores extremos podem causar problemas de ponto flutuante. Inicializar em zero ¢ valido

para um unico Perceptron, diferentemente de redes neurais com vdrias unidades simétricas.

Sempre imponha um limite de execugao

Se a amostra ndo for separavel, o critério “pare quando ndo houver erros” pode nunca
ser satisfeito. Uma implementagdo robusta recebe um niimero maximo de épocas ou

atualizagOes e registra a melhor solucao observada.

6.2.21 Convergéncia nio é generalizacao

Quando o algoritmo encerra com zero erros, sabemos apenas que encontrou uma fronteira
consistente com a amostra. O desempenho em exemplos novos depende da representatividade
dos dados e da complexidade da classe. A convergéncia ¢ uma propriedade do procedimento
de otimizacdo; a generalizagdo ¢ uma propriedade estatistica avaliada fora do conjunto de

treinamento.

6.2.22 Cédigo

Uma implementa¢do deve tornar explicitas decisdes que o pseudocddigo matematico costuma
omitir: formato dos dados, critério para empates, limite de épocas, embaralhamento e informagoes

devolvidas ao usudrio. O cédigo abaixo usa NumPy e armazena o viés separadamente dos pesos.

from dataclasses import dataclass

import numpy as np

@dataclass

class ResultadoPerceptron:
pesos: np.ndarray
vies: float
epocas: int

atualizacoes: int
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convergiu: bool

erros_por_epoca: list[int]

def treinar_ perceptron(
X,
Y

*

taxa=1.0,
max_epocas=1_000,
embaralhar=True,

semente=0,

"""Treina um classificador Perceptron bindrio.

X deve ter forma (n_exemplos, n_atributos) e y deve conter

somente os rotulos -1 e +1.

X
y

np.asarray(X, dtype=float)

np.asarray(y, dtype=int)

if X.ndim !'= 2:
raise ValueError ("X deve ser uma matriz bidimensional")
if y.ndim != 1 or len(y) != len(X):
raise ValueError("y deve ter um rdétulo para cada linha de X")
if not np.all(np.isin(y, (-1, 1))):
raise ValueError("os rétulos devem pertencer a {-1, +1}")
if taxa <= 0 or max_epocas <= 0:

raise ValueError("taxa e max_epocas devem ser positivos")

rng = np.random.default_rng(semente)
pesos = np.zeros(X.shape[l], dtype=float)
vies = 0.0

atualizacoes = 0

erros_por_epoca = []

for epoca in range(l, max_epocas + 1):
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indices = np.arange(len(X))
if embaralhar:

rng.shuffle(indices)

erros = 0
for i in indices:
margem = y[i] * (X[i] @ pesos + vies)
if margem <= O:
pesos += taxa * y[i] * X[i]
vies += taxa * y[i]
erros += 1

atualizacoes += 1

erros_por_epoca.append(erros)
if erros ==
return ResultadoPerceptron(
pesos, vies, epoca, atualizacoes, True,

€rros_por_epoca

return ResultadoPerceptron(
pesos, vies, max_epocas, atualizacoes, False,

€rros_por_epoca

O uso de argumentos nomeados apos * reduz enganos como trocar a taxa de aprendizado
pelo nimero de épocas. A semente torna o embaralhamento reproduzivel, algo importante em

experimentos e depuragao.

6.2.23 Predicao

Treinamento e predi¢do devem ser fungdes separadas. Isso permite aplicar os mesmos parametros

a conjuntos de treino, validagdo e teste.

def prever_perceptron(X, pesos, vies):
X = np.asarray(X, dtype=float)
pontuacoes = X @ pesos + vies

# Mesma convengdo do capitulo: empate recebe +1.

160



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem

161

return np.where(pontuacoes >= 0, 1, -1)

def taxa_de_erro(y_real, y_predito):
y_real = np.asarray(y_real)
y_predito = np.asarray(y_predito)

return np.mean(y_real != y_predito)

6.2.24 Exemplo reproduzivel

X = np.array([

[-2.0, 4.0],
[ 4.0, 1.0],
[ 1.0, 6.0],
[ 2.0, 4.0],
[ 6.0, 2.0],

D
y = np.array([-1, -1, 1, 1, 1])

resultado = treinar_ perceptron(
X,
B
taxa=1.0,
max_epocas=1_000,
embaralhar=True,

semente=42,

predicoes = prever_perceptron(

X, resultado.pesos, resultado.vies

print("pesos:", resultado.pesos)
print("viés:", resultado.vies)

print("convergiu:", resultado.convergiu)

print("erro de treino:", taxa_de_erro(y, predicoes))
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Seresultado.convergiu for falso, ndo se deve interpretar o tltimo vetor como necessariamente
o melhor. Ele ¢ apenas o estado no instante em que o limite foi atingido. A se¢do sobre o algoritmo

Pocket mostrard como guardar os parametros de menor erro.

6.2.25 Visualizacao em duas dimensoes

Quando ha exatamente dois atributos e w, # 0, a fronteira wyx; + wyx, + b = 0 pode ser

desenhada como 5, = —(w,x; + b) /wsy:

import matplotlib.pyplot as plt

def desenhar fronteira 2d(X, y, pesos, vies):

fig, ax = plt.subplots()

positivos = y ==

ax.scatter(
X[positivos, 0], X[positivos, 1],
marker="o0", label="+1"

)

ax.scatter(
X[~positivos, 0], X[~positivos, 1],

marker="x", label="-1"

limite_x = np.array(ax.get_x1lim())
if not np.isclose(pesos([1], 0.0):
limite_y = -(pesos[0] * limite_x + vies) / pesos[1]
ax.plot(limite_x, limite_y, label="fronteira")
else:

ax.axvline(-vies / pesos[0], label="fronteira")

ax.set_xlabel("atributo 1")
ax.set_ylabel("atributo 2")
ax.legend()

return fig, ax
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desenhar fronteira 2d(

X, y, resultado.pesos, resultado.vies
)
plt.show()

O caso pesos[1] == 0 merece tratamento proprio, pois a fronteira ¢ vertical e a formula de

inclinacao dividiria por zero.

@ Evite vazamento no pré-processamento

Se os atributos forem padronizados, ajuste médias e desvios apenas nos dados de treinamento.

Aplique depois a mesma transformagao aos dados de validacdo, teste e produgao.

6.2.25.1 Questdes para experimentar

1. Execute o treinamento com sementes diferentes. Os pesos finais sdo iguais? As previsdes
na amostra sdo iguais?

2. Remova max_epocas de uma implementacdo ingénua e insira dois exemplos idénticos
com rétulos opostos. O que acontece?

3. Compare o histérico erros_por_epoca com a taxa de erro calculada depois de cada época.
Por que o nimero de atualizagdes durante uma €poca nao precisa ser igual ao erro dos

parametros ao final dela?

6.2.26 Exemplo em dois passos

Vamos acompanhar um caso pequeno o bastante para verificar cada conta. Considere os pontos

bidimensionais

Na representagdo homogeénea,

p=(1,0,2), ¢=(1,1,1).

Escolha como estado inicial @®) = (0,0, 2). A primeira coordenada ¢ o viés; as duas restantes

sd0 os pesos dos atributos. A fronteira inicial satisfaz
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isto &, x5 = 0.

6.2.26.1 Passo 1: localizar o erro

As pontuagdes iniciais sao

(@) 5 =0+0(0) +2(2) =4,

(@) G=0+0(1) +2(1) = 2.

O ponto p ¢ positivo e recebeu pontuagdo positiva, portanto esta correto. O ponto g € negativo,

mas também recebeu pontuacgdo positiva. Sua margem confirma o erro:

~(0)\ | ~
m =y, (@) §=(-1)(2) = -2 <0.

6.2.26.2 Passo 2: atualizar e verificar

Com taxa n = 1, usamos q para atualizar:

=(0,0,2) — (1,1,1)
= (~1,-1,1).

A nova fronteira é

—1—$1+$2:0 < :U2::U1—|—1.

Agora, as pontuagdes sao

(@) 5 =-1-1(0) +1(2) =1,

(@V) G=—1—1(1)+1(1) = —1.
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Logo, p recebe +1 e g recebe —1. Uma tnica atualizagdo foi suficiente para separar a amostra.

Estado inicial: w® = (0, 0, 2) Apos a atualizagdo: w® = (-1, -1, 1)

p (+a P (+a

q tem pontuagéo +2: erro p tem +1 e q tem —1: separagéo correta

Figura 6.5: A corregdo causada por q transforma a fronteira horizontal em uma reta que separa
os dois pontos.

Podemos conferir diretamente a identidade da melhora de margem. Como ||g|? = 12412412 =
3,

que coincide com y,, (WM)Tg = (—1)(—1) = 1.

i Por que o titulo diz dois passos?

Os dois passos sdo diagnosticar o exemplo incorreto e aplicar a corre¢do. Ha apenas uma
atualizacio de pesos. Distinguir iteracdo, atualizagdo e época evita confusdo ao analisar o

tempo de execucao.

6.2.26.3 Exercicio de extensao

Refaga as contas comegando com w(?) = (0,0,0) e percorrendo primeiro p e depois g. Registre,

apos cada atualizagdo, as pontuagdes, as margens € a equacao da fronteira.

6.2.27 Tempo de Execucao

Ha dois custos diferentes a considerar: o custo de uma operacio e o nimero de operacdes até a

convergéncia.
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Para um exemplo com d atributos, calcular w' z -+ b custa O(d). Uma passagem por N exemplos
custa O(Nd); portanto, executar K épocas tem custo O(K Nd) e requer O(d) de memoria para

os parametros, além da memoria usada para armazenar ou transmitir os dados.

Esse calculo ndo informa quanto vale K. Para dados separaveis, o teorema de convergéncia do

Perceptron fornece uma cota para o nimero de atualizagdes, baseada na geometria da amostra.

6.2.28 Raio e margem

Usaremos os vetores homogéneos Z,, para incluir o viés. Suponha que exista um vetor unitario

u, com ||ully = 1, que separe a amostra com margem «y > 0:

y,u'T, >~  paratodon. (6.11)
Defina também o raio
R = max ||Z,]s. (6.12)

1<n<N

TZ = 0. Amargem ~ é

Como wu é unitério, |u' Z| ¢ a distincia assinada do ponto ao hiperplano u
a menor distancia assinada, depois de corrigir o lado com ,,; € o ponto mais proximo que limita

a folga da separacao.

A margem é a menor distancia, ndo a maior. Linhas tracejadas: pontos de suporte

Figura 6.6: A margem ¢ determinada pelos exemplos mais préximos da fronteira.

Para uma fronteira na forma ndo normalizada w'x + b = 0, a distancia geométrica de um ponto
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. lwTz + b
dlSt(l’, H) = W
2

O denominador ¢ |Jw|,, € ndo |w||3. Essa férmula decorre da projegdo sobre a diregio normal

w/|wl|4. Recordando o produto escalar,

v'z = fufy 2] cos b,

em que 6 é o angulo entre os vetores.

6.2.29 Teorema de convergéncia

° A .
1 Teorema de convergéncia do Perceptron

Considere W% = 0, taxa n = 1 ¢ uma amostra que satisfaz Equacio 6.11 e Equacio 6.12.

(%)

atualizagdes antes de encontrar uma separagdo correta.

O Perceptron comete no maximo

A cota depende da razdo R/~. Uma margem grande facilita o problema; exemplos com normas
muito grandes aumentam a cota. Isso também ajuda a entender por que escalonar atributos pode

melhorar o comportamento numeérico.

6.2.30 Ideia da demonstracio

Depois de 7" atualizagdes, cada uma provocada por (Z,, y, ), temos

Projetando o vetor acumulado sobre a dire¢do da solucao w,

T
uTo ) = ZytuT.%t > T. (6.13)
t=1
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Por Cauchy—Schwarz e |u| = 1,
WTHD) < [FHD)

Agora limitamos o crescimento da norma. Como uma atualizagio ocorre quando y, (@)%, <
0,

[@ D)3 = @Y + 4, 7,13
= @13 + 2y, (@) E, + 7,13
< |@W|3 + R

Somando as 1" atualizacdes,

|@™)3 <TR?, @], < VTR. (6.14)
Combinando Equagdo 6.13 e Equagdo 6.14,

2

R
Y

O argumento mostra um contraste: o alinhamento com a solugdo cresce linearmente em 7',
enquanto a norma cresce no maximo como y/1'. Se as atualizagdes continuassem além da cota,

as duas desigualdades seriam incompativeis.

6.2.31 O que a cota nao diz

» Ela limita atualiza¢des, nao necessariamente épocas. Uma época pode conter nenhuma,
uma ou varias atualizagdes.

« E uma cota de pior caso; a execucdo real pode terminar muito antes.

* Ela exige separabilidade com margem positiva. Com dados nao separaveis, nao ha garantia
de término.

 Ela ndo afirma que o Perceptron encontra a fronteira de margem maxima. Métodos como
maquinas de vetores de suporte perseguem esse objetivo de forma explicita.

* Ela ndo ¢ uma garantia de generalizacao; apenas prova convergéncia no conjunto de

treinamento.
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6.2.32 Relacido com o custo total

No modo on-line, cada exemplo custa O(d) e o teorema limita a quantidade de corregdes a
(R/v)?. Porém, encontrar uma época sem erros ainda requer verificar os exemplos. Para uma

implementagdo por épocas, a medida mais transparente continua sendo

O(KNd),

registrando separadamente K e o niimero total de atualizagdes. Essa distingao evita interpretar a

cota tedrica como se fosse diretamente o tempo de relogio do programa.

6.2.32.1 Exercicios

1. O que acontece com a cota se todos os vetores de entrada forem multiplicados por uma
constante positiva c? Considere também como a margem se transforma.

2. Mostre em qual passo da demonstragdo a separabilidade ¢ usada.

3. Uma execucdo fez 80 atualizacdes em 12 épocas. Quais desses nimeros podem ser

comparados diretamente com (R /v)%?

6.2.33 Animacio

Uma animacao ajuda a desfazer uma interpreta¢do enganosa: o Perceptron ndo move a fronteira
continuamente em direcdo a uma reta ideal. A cada erro, ele salta para um novo vetor de
parametros. A fronteira pode girar, transladar e até voltar a classificar incorretamente um ponto

que estava correto.
Para acompanhar o processo, cada quadro deve mostrar pelo menos:

* 0s pontos e seus rotulos verdadeiros;

+ a fronteira atual w'z + b = 0;

* 0 exemplo que provocou a atualizacao;
* o numero da época e da atualizagdo;

* ataxa de erro ou o numero de erros dos parametros atuais.

6.2.34 Registrando os quadros

O gerador abaixo ¢ uma versao compacta do treinamento. Ele produz um estado depois de cada

corre¢do, sem armazenar todos os quadros simultaneamente.
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import numpy as np

def quadros_perceptron(X, y, max_epocas=100):

X = np.asarray(X, dtype=float)
y = np.asarray(y, dtype=int)
w = np.zeros(X.shape[1])

b =20.0

atualizacao = 0

# Quadro inicial.
yield {
"epoca'": O,
"atualizacao": O,
"indice": None,
o

w'": w.copy(),
llbll: b’

for epoca in range(l, max_epocas + 1):

houve_atualizacao = False

for i, (x_i, y_i) in enumerate(zip(X, y)):
if yi*x (w@x_ i+ b) <=0:
w+=y i * x 1
b +=y_ i
atualizacao += 1

houve atualizacao = True

yield {
"epoca": epoca,
"atualizacao": atualizacao,
"indice": i,
"w": w.copy(),
"b": b,
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if not houve atualizacao:

return

O método copy () € importante. Sem ele, todos os dicionarios poderiam referenciar o mesmo
vetor mutavel e parecer conter apenas o estado final. Esse ¢ um erro frequente ao registrar

historicos numéricos em Python.

6.2.35 Construindo a animacio

Para dados bidimensionais, podemos transformar os estados em uma animag¢do com

matplotlib.animation.FuncAnimation:

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation

def animar_ perceptron(X, y, max_epocas=100, intervalo=700):

estados = list(quadros_perceptron(X, y, max_epocas))

fig, ax = plt.subplots()

positivos = y ==
ax.scatter (X[positivos, 0], X[positivos, 1], label="+1")
ax.scatter(

X[~positivos, 0], X[~positivos, 1],

marker="x", label="-1"

)

destaque = ax.scatter([], [], s=180, facecolors="none",

edgecolors="black")
fronteira, = ax.plot([], [], color="black")
titulo = ax.set_title("")
ax.legend ()

xmin, xmax = ax.get_x1lim()

ymin, ymax = ax.get_ylim()

eixo_x = np.array([xmin, xmax])

def atualizar(estado):

w, b = estado["w"], estado["b"]
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if not np.isclose(w[1], 0.0):
eixo_y = -(w[0] * eixo x + b) / w[1]
fronteira.set_data(eixo_x, eixo_y)
elif not np.isclose(w[0], 0.0):
x_vertical = -b / w[0]
fronteira.set_data([x_vertical, x_verticall], [ymin, ymax])
else:
fronteira.set_data([], [])

i = estado["indice"]
destaque.set_offsets(
np.empty((0, 2)) if i is None else X[[i]]
)
titulo.set text(
f"época {estado['epoca'l} - "
f"atualizagdo {estado['atualizacao']}"
)

return fronteira, destaque, titulo

animacao = FuncAnimation(

)

fig,

atualizar,
frames=estados,
interval=intervalo,

repeat=False,

return fig, animacao

Em um notebook, o resultado pode ser exibido como HTML.:

from IPython.display import HTML

fig, animacao = animar_perceptron(X, y)

plt.close(fig)
HTML (animacao.to_jshtml())

Para salvar em GIF ou video, o Matplotlib precisa de um escritor compativel instalado no

ambiente. A exibi¢do em to_jshtml () evita essa dependéncia e costuma ser suficiente para
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experimentos didaticos.

6.2.36 O que observar
Ao executar a animagao, responda:

1. Toda atualizag¢ao reduz o nimero total de erros?

2. O exemplo destacado fica correto imediatamente ap6s sua atualizagao?
3. Quantas atualiza¢des ocorrem em cada época?

4. A fronteira final muda quando a ordem dos exemplos muda?

5. O comportamento se torna mais estavel apos padronizar os atributos?

[J . ~ ~ I3
1 Animagao ndo € prova

A visualizacao produz intui¢do e ajuda a depurar uma implementagdao, mas mostra apenas
uma amostra e uma ordem de apresentacdo. A garantia de convergéncia vem do argumento

matematico da se¢do anterior.

6.2.37 O Algoritmo Pocket (= bolso)

O Perceptron classico foi projetado para encontrar uma separagao perfeita. Quando a amostra
ndo ¢ linearmente separavel, suas atualizagdes continuam, e o ultimo vetor visitado pode ser pior
que vetores encontrados anteriormente. O algoritmo Pocket acrescenta memoria ao processo:

ele mantém no “bolso” os parametros com menor erro observados até entao.

Essa modificagdo ¢ ttil quando hé ruido de medi¢ao, rétulos incorretos, exemplos contraditorios

ou uma fronteira verdadeira ndo linear. Nesses casos, exigir £/, = 0 ¢ impossivel ou indesejavel.

6.2.37.1 Estado corrente e estado guardado
O Pocket mantém dois vetores distintos:

. W,

atual» qUE continua recebendo as atualizagdes do Perceptron;

* Wemors qUE representa o menor erro de treinamento encontrado até aquele instante.

Depois de cada atualizagdo do estado corrente, calculamos

n=1

Se o novo erro for menor que o erro guardado, copiamos os pardmetros para o bolso. Como o

melhor estado s6 ¢ substituido por outro melhor, sua sequéncia de erros ¢ monotonicamente nao
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crescente, mesmo que o estado corrente oscile.

erro

estado corrente

= melhor no bolso

. - . atualizacoes
O erro guardado s6 muda quando aparece uma solugéo estritamente melhor.

Figura 6.7: O estado corrente pode piorar, enquanto o menor erro guardado pelo Pocket nunca
aumenta.

E indispenséavel copiar o vetor. Em Python, a atribui¢io melhor w = w pode criar apenas outra

referéncia para o mesmo array; atualizagdes futuras alterariam também o conteudo do bolso.

6.2.37.2 Pseudocodigo

inicialize w_atual
w_melhor « cépia de w_atual

erro_melhor + erro_de_treino(w_melhor)

repita até atingir o limite de atualizacgdes:
escolha um exemplo com margem ndo positiva
se nenhum existir:

encerre: erro zero foi alcangado

aplique uma atualizacdo do Perceptron em w_atual

erro_atual + erro _de treino(w_atual)

se erro_atual < erro_melhor:
w_melhor ¢ cépia de w_atual

erro_melhor « erro_atual
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devolva w_melhor

Um limite de atualizagdes € parte da especificagdo, ndo apenas uma protecao acidental: em dados

ndo separaveis, ndo existe um instante natural no qual o Perceptron necessariamente pare.

6.2.37.3 Implementacgao

import numpy as np

def erro_classificacao(X, y, w, b):
predicoes = np.where(X @ w + b >= 0, 1, -1)

return np.mean(predicoes != y)

def treinar_pocket(
X,
Yy

*

max_atualizacoes=10_000,
taxa=1.0,

semente=0,

X

y
rng = np.random.default_rng(semente)

np.asarray(X, dtype=float)

np.asarray(y, dtype=int)

w = np.zeros(X.shape[1])
b=20.0

melhor_w = w.copy()
melhor b = b

melhor_erro = erro_classificacao(X, y, w, b)
for atualizacao in range(l, max_atualizacoes + 1):

margens =y * (X @ w + b)

candidatos = np.flatnonzero(margens <= 0)
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if len(candidatos) ==

return melhor w, melhor b, melhor erro, atualizacao - 1

i = rng.choice(candidatos)
w += taxa * y[i] * X[i]

b += taxa * y[il

erro_atual = erro_classificacao(X, y, w, b)

if erro_atual < melhor erro:

melhor_w = w.copy()
melhor b = b

melhor erro = erro_atual

return melhor_w, melhor_b, melhor_ erro, max_atualizacoes

Essa versao escolhe aleatoriamente um exemplo problematico. O uso de uma semente permite
reproduzir a trajetéria. Em caso de empate no erro, poderiamos manter o vetor mais antigo,

preferir a maior margem média ou usar um critério de validacdo; a decisdo deve ser documentada.

6.2.37.4 Custo computacional

Uma atualizagdo custa O(d), mas recalcular o erro sobre todos os exemplos custa O(Nd). Se
essa avaliag@o ocorrer depois de cada uma das T atualizagdes, o custo ¢ O(T'Nd). Por isso,
implementagdes para bases grandes podem avaliar o bolso a cada certo nimero de passos ou
manter estruturas auxiliares. Essas otimizagdes alteram a frequéncia com que bons estados

podem ser registrados.

6.2.37.5 O que o Pocket garante — e 0 que nao garante

O algoritmo devolve uma solugdo nao pior que qualquer estado que ele tenha guardado,

segundo o critério usado. Entretanto:

* ele ndo garante encontrar o minimo global da perda zero—um;
* mais iteragdes ampliam a busca, mas nao estabelecem quando o 6timo foi encontrado;
* escolher pelo erro de treinamento ndo garante o menor erro fora da amostra;

* testar repetidamente no conjunto de teste para decidir o bolso causa vazamento de dados.

Se desejarmos escolher o nimero de atualizagdes ou desempatar modelos com base em de-
sempenho externo, devemos usar um conjunto de validacdo e reservar o teste para a avaliagdo

final.
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6.2.37.6 Perceptron versus Pocket

Aspecto Perceptron classico Pocket

estado devolvido ultimo estado melhor estado observado

separavel converge para erro zero também pode alcancar erro
Zero

ndo separavel

memoria extra

avaliacdo de erro

pode oscilar

O(d)

devolve uma aproximagao
encontrada

O(d) para a copia adicional

ndo ¢ necessaria a cada passo  usualmente custa O(Nd)

garantia de 6timo global nao

nao

I O bolso preserva, mas nao otimiza sozinho

O mérito do Pocket ¢ ndo perder uma boa solu¢do durante uma trajetdria oscilante. A
qualidade final ainda depende dos estados explorados pelo Perceptron, do or¢amento de

atualizacgOes e da ordem dos exemplos.

6.2.38 Recapitulacao

O Perceptron retine em um tnico exemplo varias ideias fundamentais do aprendizado de maquina.

Os dados fornecem exemplos rotulados; uma classe de hipoteses delimita as fronteiras permitidas;

uma medida de erro avalia as previsdes; € um algoritmo ajusta parametros com base nos exemplos

em que a hipotese atual falha.

6.2.38.1 Mapa da secio

Elemento Formulagdo no Perceptron
entrada r € RY

rotulo y e {—1,+1}

pontuagio s(x) =w'z+b

hipbtese h(x) = sinal, (s(x))
fronteira w'r+b=0

margem funcional y(wTz + b)

condi¢ao de atualizacao
atualizagao

erro empirico

y(w'z +b) <0
w4 w+nyxr,b <+ b+ny
média de 1[h(z,,) # y,,]
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Elemento Formulagao no Perceptron

hipdtese de convergéncia amostra linearmente separavel
cota de atualizagdes T < (R/v)?

O vetor w ¢é perpendicular a fronteira, enquanto b controla seu deslocamento. Adicionar uma

coordenada constante permite escrever ambos como um Unico vetor homogéneo .

6.2.38.2 O fluxo do treinamento

A e

Inicialize os parametros.

Calcule a margem de um exemplo.

Se a margem nao for positiva, atualize na direg¢ao yx.

Repita até completar uma época sem atualizacdes ou atingir o limite de execugdo.

Avalie a hipdtese resultante em dados que ndo participaram do ajuste.

Para dados separaveis, o Perceptron termina com erro de treinamento zero. Para dados nao

separaveis, o estado corrente pode oscilar; o Pocket preserva o estado de menor erro encontrado

durante uma execucao finita.

Quatro conclusdes que ndo sdo validas

» Uma atualiza¢do ndo precisa diminuir o erro total da amostra.
+ Convergir ndo significa encontrar a fronteira de maior margem.
* Erro de treinamento zero ndo implica erro de teste zero.

* Um peso de grande mddulo ndo prova que o atributo € causalmente importante.

6.2.38.3 Questdes conceituais

Qual ¢ a diferenga entre a perda zero—um e o critério de atualiza¢do baseado em margem
ndo positiva?

Por que y(w'x + b) > 0 representa corretamente as duas classes em uma tnica desigual-
dade?

O que acontece geometricamente quando alteramos apenas b? E quando alteramos a

direcao de w?

. Por que a atribuicdo melhor_w = w pode invalidar uma implementagcao do Pocket em

NumPy?

. Em qual hipétese o teorema de convergéncia depende? D& um exemplo de amostra que

viola essa hipotese.

178



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 179

6.

O numero de erros necessariamente diminui ap6s cada atualizagdo? Justifique com a

natureza local da regra.

6.2.38.4 Problemas de aplicacio

1.

Uma atualizac¢do. Paraz = (2,—1),y = —1,w = (1,3),b = 0en = 0,5, calcule a

margem. Determine se ha atualizacdo e, se houver, obtenha os novos parametros.

. Fronteira. Escreva a equagio da reta definida por w = (2,—4) e b = 8. Identifique

inclinacdo e intercepto.

. XOR. Represente os quatro pontos binarios (0,0), (0,1), (1,0), (1, 1), rotulando como

positiva a paridade impar. Explique geometricamente por que uma Unica reta nao separa
as classes.

Complexidade. Uma base possui N = 50000 exemplos e d = 200 atributos. Quantos
produtos peso—atributo sdo necessarios, aproximadamente, para dez épocas completas?
Cota. Se R = 5 ey = 0,25, calcule a cota de atualizagdes. Explique por que o valor ndo

prediz exatamente o tempo observado.

6.2.38.5 Respostas breves para conferéncia

1. No primeiro problema, a pontuagdo ¢ —1, a margem ¢ 1 e ndo ha atualizacao.

. Aretaé 2z, —4x5 +8 = 0,0uxy, = 0,52, + 2.

3. No XOR, classes iguais ocupam vértices opostos; qualquer reta deixa pelo menos um

vértice no lado incompativel.
Dez épocas exigem aproximadamente 10 - 50 000 - 200 = 10% multiplicagdes, além de

somas € outros custos.

. Acota é (5/0,25)? = 400 atualizagdes e representa um pior caso sob as hipéteses do

teorema.

Com esse vocabulario consolidado, podemos passar da decisdo binaria para a previsao de valores

reais. A regressio linear mantera a pontuagio w'x + b, mas substituira a fungao sinal e a regra

de atualizag¢do por uma fung¢do de erro diferencidvel.

6.3

4.2 A Regressao Linear

A classificagdo responde a perguntas categoricas, como “aprovar ou rejeitar?”’. Muitos sistemas,

porém, precisam prever uma quantidade: o consumo de energia na proxima hora, o tempo de

execucdo de um programa, o preco de um imével ou o limite de crédito adequado a um cliente.

A regressao linear ¢ o modelo mais simples para esse tipo de saida.

Em um problema de regressao, cada exemplo ¢ um par
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(TpyYn)y, T, €ERYL y, ER,

em que x,, contém os atributos e y,, € o valor-alvo observado. A amostra é

D={(@1,y1); - (&N, yn)}-

O modelo atribui a cada entrada uma previsao real

J=hyy(z)=wz+b. (6.15)

O simbolo “chapéu” distingue a previsdo y do valor observado y. A diferenca

en:yn_@n

¢ o residuo do exemplo n. Residuo positivo significa que o modelo previu abaixo do valor

observado; residuo negativo significa que previu acima.

alvoy

""" residuo y - y @ observagéo O previsdo na r3tAPU X

Figura 6.8: A regressao escolhe uma reta que aproxima os valores observados; os segmentos
tracejados sdo residuos.

6.3.1 Da reta ao hiperplano

Com um tunico atributo, Equacao 6.15 descreve uma reta:
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y=0b+wx.

O peso w ¢ a inclinagdo: aumentar x em uma unidade altera a previsdo em w unidades. O viés b
¢ a previsao quando x = 0, embora essa interpretagdo so seja relevante se zero fizer sentido no

dominio.

Com dois atributos, o grafico da previsdo ¢ um plano; com d atributos, ¢ um hiperplano em
dimensao d + 1. Nao conseguimos visualiza-lo diretamente quando d é grande, mas a algebra

permancce a mesma.

6.3.2 Um exemplo: tempo de execucao

Suponha que desejemos prever o tempo de um algoritmo a partir do tamanho da entrada n e de

uma medida de densidade . Um modelo possivel ¢

t=0,4+0,015n 4 1,87

Paran = 100 e r = 0,5, a previsdo ¢

t = 0,4+ 0,015(100) + 1,8(0,5) = 2,8.

Se o tempo observado for 3,1 segundos, o residuo ¢ 3,1 — 2,8 = 0,3 segundo. Uma tnica

diferenc¢a ndo determina a qualidade do modelo; precisamos resumir os residuos de toda a amostra.

6.3.3 O que significa “melhor reta”?

Em geral, nenhuma reta passa por todos os pontos. Precisamos definir como comparar erros
positivos e negativos e quanto penalizar grandes desvios. A regressao linear classica escolhe os

parametros que minimizam a soma ou a média dos quadrados dos residuos:

1 & 2
MSE(w, b) NZ —w'z, —b)".

n=1

O quadrado impede cancelamento entre sinais € penaliza fortemente erros grandes. Além disso,
produz uma funcao diferencidvel e convexa dos pardmetros, permitindo obter uma solugao global

por algebra linear ou por métodos iterativos.
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[ . A
1 Linear nos parametros

Uma regressao pode incluir atributos transformados e continuar linear nos parametros. Por
exemplo, § = wy + w; T +wyx? é curva em x, mas é linear no vetor (wy, Wy, Wy ) quando

usamos os atributos (1, z, z2).

6.3.4 Previsio, associacio e causalidade

Um coeficiente positivo indica que, dentro do modelo e mantendo os outros atributos constantes,
valores maiores daquele atributo estdo associados a previsdes maiores. Isso ndo demonstra
causalidade. Uma regressao pode usar correlagdes Uiteis para prever mesmo quando ndo identifica

0 processo que gera o resultado.

Em decisdes de crédito, saude ou politicas publicas, essa distin¢do ¢ critica: dados histéricos
podem refletir desigualdades, decisdes humanas anteriores e variaveis omitidas. Desempe-
nho preditivo deve ser analisado junto com procedéncia dos dados, métricas por subgrupo e

consequéncias do uso do modelo.

6.3.5 Suposicoes e limites iniciais

A regressado linear ¢ uma aproximacao apropriada quando uma combinagao linear captura parte

relevante do sinal. Problemas comuns incluem:

* nao linearidade: os residuos exibem um padrdo sistematico;

* valores atipicos: o quadrado da influéncia elevada a erros grandes;

+ extrapolacdo: previsdes longe da faixa observada podem ser implausiveis;

* multicolinearidade: atributos quase redundantes tornam coeficientes instaveis;

* mudanca de distribui¢ao: relagdes aprendidas no passado podem nao persistir em produ-

¢ao.

As proximas subsecdes formalizam a classe de hipoteses, a fungdo de erro e os dois caminhos
principais para calcular os parametros: solugdo algébrica por minimos quadrados e otimizagao

iterativa.

6.3.6 Hipoteses

Nesta subsecao, hipotese significa uma funcao candidata dentro da classe de modelos. Nao deve
ser confundida com as hipoteses estatisticas sobre ruido, independéncia ou variancia que podem

ser usadas para fazer inferéncia sobre os coeficientes.

Para d atributos, a classe da regressdo linear com intercepto €
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H ={lyy : RY = R | hyp(x) =wTz+b, weRY beR}. (6.16)

mathrmlin

Cada escolha de (w, b) define uma hipdtese diferente. O algoritmo de aprendizado selecionara

uma delas usando a amostra.

6.3.7 Representacio homogénea

Como no Perceptron, podemos introduzir

T=(1,2q,...,24), W= (b,wq,...,wy),

€ €screver

hg(x) = 2T0. (6.17)

A ordem do produto ¢ apenas uma convenc¢do quando ambos representam vetores e o resultado €
escalar. Para manter coeréncia com a matriz de projeto, trataremos cada exemplo homogéneo

T

como um vetor linha. Assim, Z' % na notagéo abstrata corresponde a uma linha multiplicada

pelo vetor coluna de parametros na implementacao.

T

Mais precisamente, se Z for definido como vetor coluna, usamos Z ' w; se for armazenado como

linha, a transposicao ja esta implicita. O importante € verificar as dimensoes, ndo decorar a

posicao de um sobrescrito.

6.3.8 Da hipotese individual a matriz de projeto

Organizamos os N exemplos nas linhas da matriz de projeto:

Lz myp o 2y

~ 1 =« x R

X = ?1 ?2 2d | o RNx(d+1)
I zny Zyg 0 Tpng

O vetor de alvos é
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Y1
Ya
y=|"]€R",
YN
e o vetor de previsoes de uma hipotese €
j=XweRN. (6.18)
As dimensdes confirmam a operagao:
¥ o =

Nx(d+1) (d+1)x1

Cada linha da multiplicagdo reproduz y,, = b + wyx,,; + - + WyT,4-

6.3.9 Vetor de residuos

Reunindo os residuos de todos os exemplos,

e=y—7=y— X (6.19)

A regressdo por minimos quadrados escolhera @ para tornar a norma |e|, pequena. Geometrica-
mente, ela mede desvios na dire¢do do eixo de saida y, ndo a menor distancia perpendicular entre
cada ponto e a reta. Essa distingdo € importante: a regressao linear usual supde que os atributos

sdo dados e o erro esta associado a variavel de saida.

6.3.10 O papel de cada coeficiente

Para

h(z) = b+ wx) 4 - + wyzg,

o coeficiente w; ¢ a variagdo na previsdo causada por aumentar x; em uma unidade mantendo

os demais atributos constantes. Suas unidades sdo
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Se y ¢ medido em reais ¢ x; em metros quadrados, por exemplo, w; ¢ medido em reais por metro
uadrado. Padronizar atributos muda a escala numérica dos coeficientes, mas ndo precisa mudar
b

as previsoes apos a transformacao inversa correta.

Intercepto nao deve ser removido automaticamente

Forgar b = 0 obriga o hiperplano a passar pela origem. Isso s6 € justificavel quando a teoria
do problema exige saida zero para entrada zero. Caso contrario, a restricdo pode introduzir

viés sistematico nos residuos.

6.3.11 Linearidade e engenharia de atributos

A classe pode ser enriquecida substituindo = por um vetor de caracteristicas ¢(z):

hoy () = wT ().

Com ¢(x) = (1,z,22), obtemos uma regressido polinomial quadratica. Com indicadores

bindrios, podemos representar categorias; com produtos x;x ;, podemos representar interagdes.

7°
O modelo continua linear nos parametros w, embora a relacdo com a entrada original possa ser
curva.

Essa flexibilidade tem custo: adicionar muitas caracteristicas aumenta a capacidade do modelo,
o consumo de memoria e o risco de sobreajuste. Transformagdes devem ser definidas usando

apenas informagdes disponiveis no instante da previsao.

6.3.11.1 Verificacio computacional das formas

import numpy as np

X = np.array([

[100.0, 0.2],
[2560.0, 0.7],
[400.0, 0.9],

D
y = np.array([1.8, 5.2, 7.1])
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X_tilde = np.column_stack([np.ones(len(X)), XI)
w_tilde = np.array([0.4, 0.015, 1.8])
y_predito = X_tilde @ w_tilde

residuos = y - y_predito

print(X_tilde.shape) # (3, 3)
print(w_tilde.shape) # (3,)
print (y_predito.shape) # (3,)

Em NumPy, um array com shape == (3,) ndo ¢ explicitamente linha nem coluna. O operador
@ aplica as regras adequadas, mas, ao combinar matrizes mais complexas, declarar formas como

(3, 1) pode tornar a inten¢ao mais clara.

6.3.12 Erro

A fungao de erro transforma um vetor de residuos em um unico nimero. Na regressao linear

classica, usamos o erro quadratico médio (mean squared error, MSE):

1 X 2
. ~TN
E,(w) =MSE(w) = N El —Zw)". (6.20)

A palavra “médio” corresponde ao fator 1/N. Né&o ha uma integral sobre a amostra finita; ha

uma média empirica das perdas individuais.
O quadrado desempenha trés papéis:

* torna todos os termos nao negativos, impedindo o cancelamento entre residuos positivos e
negativos;
* penaliza residuos grandes mais intensamente;

» produz uma fungao suave e convexa dos parametros.

6.3.13 Soma, média e raiz do erro quadratico

A soma dos quadrados dos residuos ¢

N
SSE(w Z 2

n=1

Como MSE = SSE /N e N néo depende dos pardmetros, SSE e MSE possuem exatamente 0s

mesmos minimizadores. Seus valores, porém, ndo sao intercambiaveis ao relatar resultados.
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1 N
_ 2
RMSE = | ;1 e2.

MSE tem unidades de y2, enquanto RMSE tem as mesmas unidades do alvo. Se o alvo é medido

A raiz do MSE ¢

em segundos, por exemplo, 0 RMSE também ¢ expresso em segundos e costuma ser mais facil

de interpretar.

6.3.14 Forma matricial

Pela Equacgdo 6.19,

A norma euclidiana satisfaz

N
el = eTe = ez

n=1

Assim, Equacao 6.20 pode ser escrita de modo compacto:

_ 1 ~ 12
E,o() = —|ly — X (6.21)
Expandindo o produto,
1 ~ —
B (@) = (y7y — 20" X Ty + @ XTXTW) . (6.22)

Essa é uma fung¢do quadratica de w. Sua matriz Hessiana é proporcional a XTX , que ¢ positiva
semidefinida. Portanto, todo minimo local é global. A unicidade dependera do posto da matriz

de projeto, assunto da subsecao sobre o algoritmo.

6.3.15 MSE versus MAE

Outra medida comum ¢ o erro absoluto médio (mean absolute error, MAE):
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1 N
MAEzjVZ;kM.

eZ

perda

el

) o ) residuo e
= quadratica: cresce mais rapidamente = gbsoluta: crescimento linear

Figura 6.9: A perda quadratica atribui influéncia crescente aos residuos de grande modulo.

Propriedade MSE/RMSE MAE
crescimento da perda quadratico linear
sensibilidade a valores maior menor
atipicos
diferenciabilidade em zero sim nao
estimativa central associada média condicional mediana condicional
unidade reportada MSE: quadrada; RMSE: original
original

Nenhuma métrica € universalmente superior. A escolha deve refletir o custo real dos erros. Se
dobrar o erro deve custar quatro vezes mais, o quadrado € coerente; se o custo cresce aproxima-

damente de modo linear, o MAE pode representar melhor a aplicacao.

6.3.16 Efeito de um valor atipico
Considere residuos (1, —1,2,10). Temos

1+1+24+10

MAE =
4

3,9,
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enquanto

1+14+4+1
MSE = — +4 + 00:26,5.

O ultimo exemplo responde por 100/106 ~ 94,3% da soma quadratica. Isso pode ser desejavel
quando grandes erros sao realmente graves, ou prejudicial quando o ponto resulta de falha de

medicao. Valores atipicos devem ser investigados, ndo removidos automaticamente.

6.3.17 Coeficiente de determinacio
Uma métrica complementar ¢
Z (yn - @n)Q

R2 =1 n -,

em que ¥ ¢ a média dos alvos do conjunto avaliado. O numerador € o erro do modelo e o

denominador ¢ o erro do preditor constante .

« R? = 1 indica previsdes perfeitas naquele conjunto;
+ R? = 0 indica desempenho igual ao preditor da média;

+ R? < 0 significa que o modelo ¢ pior que esse preditor de referéncia.

Logo, R? ndo ¢ uma porcentagem de previsdes corretas e ndo precisa ficar entre zero e um em
dados de teste.

6.3.18 Avaliac¢ao correta

Métricas de treinamento medem ajuste, ndo generalizagdo. MSE, RMSE, MAE e R? devem ser
calculados também em dados ndo usados no treinamento. Ao comparar modelos, use a mesma

parti¢do e 0 mesmo pré-processamento.

Nao escolha a métrica depois de ver o resultado

Selecionar a métrica que faz um modelo parecer melhor introduz viés na avaliagdao. De-
fina antecipadamente a medida principal com base no custo da aplicagdo e use métricas

secundarias para diagndstico.
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6.3.18.1 Verificacdo computacional

import numpy as np

y = np.array([3.0, 5.0, 7.0, 20.0])
y_predito = np.array([2.0, 6.0, 5.0, 10.0])

residuos = y - y_predito

mse = np.mean(residuos ** 2)
rmse = np.sqrt(mse)

mae = np.mean(np.abs(residuos))

print (£"MSE = {mse:.2f}")
print (f"RMSE = {rmse:.2f}")
print (f"MAE = {mae:.2f}")

No proximo passo, minimizaremos Equagdo 6.21 para obter os coeficientes da regressao.

6.3.19 Algoritmo
Treinar a regressao linear significa resolver o problema de minimos quadrados
w* € argmin 1 Hy — Y&FHQ : (6.23)
weRdHL N 2

Escrevemos arg min porque o resultado ¢ o conjunto de parametros que atingem o menor valor.

Quando a solugdo € inica, podemos tratd-lo como um unico vetor w*.

O fator 1/ N nio altera o minimizador, por isso as derivagdes podem trabalhar com a soma dos
quadrados. Ele continua importante ao comparar o valor do erro entre amostras de tamanhos

diferentes.

6.3.20 Visao geral da solucio
Sob condi¢des que garantem a inversibilidade de X'X , a solucdo pode ser escrita como
A~ A~ —1 ~.
= (X'X) X'y (6.24)

Essa expressao ¢ chamada solugdo das equacdes normais. Ela sera obtida de duas maneiras:
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1. geometricamente: X ¢a projecao ortogonal de y sobre o espaco gerado pelas colunas
de X ;

2. por diferenciacdo: no minimo, o gradiente do erro em relagdo aos parametros ¢ zero.

Os dois argumentos produzem a mesma condicao:

X7 (y— 3(’77;) = 0. (6.25)

Essa equacdo diz que o vetor de residuos ¢ ortogonal a cada coluna da matriz de projeto. Em
particular, quando hd uma coluna de uns para o intercepto, a soma dos residuos de treinamento ¢

zero, salvo efeitos de arredondamento numérico.

6.3.21 Formula matematica versus algoritmo numérico

E tentador implementar diretamente a inversa de X ' X. Em software numérico, essa raramente
¢ a melhor op¢do. Formar o produto pode piorar o condicionamento, € calcular uma inversa

explicita realiza trabalho desnecessario.
As estratégias usuais incluem:

* resolver o sistema linear das equagdes normais sem formar a inversa;

* usar fatoragdo QR, geralmente mais estavel,

* usar decomposicao em valores singulares (SVD), que também trata posto deficiente e
produz a pseudoinversa;

* aplicar gradiente descendente ou métodos estocasticos quando a matriz ¢ grande demais

para a solugdo direta.

Assim, “regressao linear possui formula fechada” nao significa que toda implementagao deva

calcular essa formula literalmente.

6.3.22 Quando a solucio é unica?

Se as d + 1 colunas de X sdo linearmente independentes, entdo

posto(X) = d + 1

e X T X ¢ positiva definida e invertivel. Nesse caso, o minimizador ¢é tnico.

Se ha uma coluna redundante, mais atributos que informacao independente ou categorias co-

dificadas de forma redundante, a matriz pode ter posto deficiente. Ainda existem previsdes
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de minimos quadrados, mas varios vetores de coeficientes podem produzir o mesmo ajuste. A

pseudoinversa de Moore—Penrose seleciona, entre eles, a solu¢do de menor norma.

I Nunca use a inversa como teste de existéncia

Se inv(X.T @ X) falhar, isso ndo significa que a regressdo nao possa ser ajustada. Use um
solucionador de minimos quadrados, como numpy.linalg.1lstsq, que lida com matrizes

retangulares e informa o posto estimado.

6.3.23 Complexidade em linhas gerais

Para N exemplos ¢ p = d + 1 pardmetros, armazenar a matriz densa custa O(/Np). Uma solugdo
direta por QR custa tipicamente O(Np?) quando N > p, além de O(p?) de meméria auxiliar.
Em problemas com muitos exemplos ou muitos atributos esparsos, métodos iterativos podem ser

mais adequados.

Também ¢ preciso considerar o condicionamento. Atributos em escalas muito diferentes ou quase
colineares podem tornar os coeficientes extremamente sensiveis a pequenas perturbacdes, mesmo

quando o célculo termina sem erro.

6.3.24 Transposicao e dimensoes

Para A € R™*", a transposta AT € R™ "™ troca linhas por colunas. No nosso problema,

XTX € RP*P, XTy e RP.
Portanto, as equagdes normais formam um sistema quadrado com p incognitas. Anotar essas
dimensoes ¢ uma verificagao simples contra erros de orientacdo em codigo e em demonstragoes.

As duas subsecdes seguintes desenvolvem primeiro a interpretacdo por projecao e depois a

derivagao pelo gradiente.

6.3.24.1 Aproximacio por Projecio

A interpretagdo por projegdo ocorre em R, o espaco que possui uma coordenada para cada

exemplo. O vetor-alvo

Yy = (yla"' ,yN)T
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¢ um ponto nesse espaco. Para cada escolha de parAmetros, o vetor de previsdes é X w. Quais

vetores de previsdo sao possiveis?

6.3.24.1.1 O espaco coluna

Escreva a matriz de projeto em termos de suas colunas:

X=lcy ¢ - ¢4
Entao

XW = wycy +wicy + -+ wyey.

Logo, o conjunto de todas as previsdes possiveis € o espaco gerado pelas colunas de X:

Col(X) = {X@: W € R} C RN,

Mesmo que o modelo tenha poucos parametros, cada previsao sobre a amostra inteira € um vetor
com N componentes. Por isso, o hiperplano da figura original no espago de atributos e o espaco

coluna usado nesta derivagao sdo objetos diferentes.
6.3.24.1.2 A previsio 0tima ¢ uma projecio
Minimizar
— X
v — X,
significa encontrar o ponto de Col()’\(/ ) mais proximo de y. Esse ponto ¢ a projegio ortogonal

Yy = PwidetildeXy'
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Col(X)

origem

O residuo é ortogonal a todas as colunas da matriz de projeto.

Figura 6.10: O vetor-alvo ¢ decomposto na previsdo, que pertence ao espago coluna, e no residuo

ortogonal.

O residuo 6timo

¢ perpendicular a todo vetor do espaco coluna. Em particular, € perpendicular a cada coluna de
X:

)?Te* =0.

Substituindo a defini¢ao do residuo,

X7 (y— o) =0,

e obtemos as equacdes normais
(6.26)

XTXu+ = XTy.
6.3.24.1.3 Por que a ortogonalidade garante o minimo?
Considere qualquer outro vetor de parAmetros w = w* + A. Seu residuo é
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y— Xt =e* — XA,

O primeiro termo € perpendicular ao espaco coluna, e o segundo pertence a esse espaco. Pelo

teorema de Pitagoras,

Portanto, nenhuma outra previsao possivel fica mais perto de y. A igualdade pode ocorrer para

~ 2 ~
e = XA = el + 1XAI3 > |3

A # 0 somente se XA = 0, isto ¢, se a matriz possui um nucleo ndo trivial ¢ os pardmetros nio

sd0 Unicos.

6.3.24.1.4 Caso de posto completo

Se as colunas de X sdo linearmente independentes, X ' X ¢é invertivel. Isolando os pardmetros

em Equacdo 6.26,

~ ~ o~ —1 ~
= (X'X) X'y
A matriz de projecao sobre o espago coluna ¢, nesse caso,

~ o~ o~ —1 ~

P idetildeX — X (XTX> XT7

w

pois § = Xi* = Psy. Ela satisfaz

T _ p_ 2 _ p_
Pf{’ = P, PX’ = P,
propriedades de simetria e idempoténcia caracteristicas de uma projecao ortogonal.

6.3.24.1.5 Posto deficiente e pseudoinversa

Ter N > d + 1 ndo garante independéncia das colunas. Dois atributos podem ser duplicados ou
um pode ser combinacio dos demais. Quando X T X nio é invertivel, usamos a pseudoinversa

de Moore—Penrose:
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Nesse caso, X ™ ndo deve ser definida automaticamente por (X ' X) !XT, pois essa expressio
exige justamente a inversibilidade. A defini¢do geral € construida, por exemplo, pela SVD e

devolve a solugdo de minimos quadrados com menor norma euclidiana.

6.3.24.1.6 Exemplo numérico

Considere um atributo z = (0,1,2)T, alvos y = (1,2,2)T e intercepto:

<

I
—
N = O

As equagdes normais produzem

7/6
7 = [7/6], j=|5/3

1/2
/ 13/6
O vetor de residuos ¢
~1/6
ef=y—y=1,1/3
~1/6

Podemos verificar a ortogonalidade com as duas colunas:

(11 1]e =0, 01 2]e =0.

O primeiro resultado diz que os residuos somam zero; o segundo, que nao resta componente

residual na direcao do atributo .

@ Diagnostico util

Em uma regressao com intercepto ajustada por minimos quadrados, uma soma de residuos
de treinamento muito diferente de zero pode indicar erro de implementagao, falta da coluna

de intercepto ou precisao numérica muito ruim.
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6.3.24.2 Aproximacio por Derivaciao

A mesma solucdo pode ser obtida tratando o MSE como uma fun¢ao diferenciavel dos pardmetros.

O ponto de partida ¢
L
N /-/TN
= — — I W)
N n=1

Antes de usar notagdo matricial, derivaremos cada coordenada. Isso torna visivel a origem de

todos os fatores e sinais.

6.3.24.2.1 Derivacgao por coordenadas

Para o pardmetro w, a regra da cadeia fornece

0E 1 & )
—— == 2(y, — Z,W) =— (y, — T, )
8wj N nzl 8w3

9 N

Se definirmos e = y — X w, reunir todas as derivadas parciais produz

2 ~ 2

VE(W) = —NXTe = N}’?T (X@—y). (6.27)

As dimensdes sdo consistentes: X | ¢ (d+ 1) x N e o vetor de residuos ¢ N X 1, portanto o

gradiente tem d + 1 componentes.

6.3.24.2.2 Derivacao pela forma quadratica

Também podemos expandir o MSE:

BE(@) =~ (y— Xw) (v — Xu)

(y y— 20T X Ty + @TXTXVEQ .

ZIHZIH

Usamos as identidades

(AB)T = BTAT, (ATT = A,
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e o fato de que um escalar ¢ igual a sua transposta. Para uma matriz simétrica A,

V., (wT Aw) = 2Aw.
Como XTX ¢ simétrica, chegamos novamente a Equacao 6.27.

6.3.24.2.3 Condicao de primeira ordem

Em qualquer minimo diferenciavel nao restrito, o gradiente deve ser nulo. Igualando Equagao 6.27

a zero,

I (X —y) =0,

ou

XX = XTy.

Sdo exatamente as equagdes normais obtidas pela proje¢io. Se X ' X for invertivel,

w* = (XT)?/)il XTy.

Se ela ndo for invertivel, a igualdade do gradiente ainda caracteriza os minimizadores, mas nao

podemos isolar uma solu¢@o tnica por meio da inversa.

6.3.24.2.4 Por que um ponto estacionario ¢ minimo global?

Zerar o gradiente, sozinho, ndo basta para qualquer fun¢do: pontos estacionarios também podem

ser maximos ou selas. Aqui, a Hessiana ¢

V2E(W) = %)’ZT)’Z. (6.28)

Para qualquer vetor v,

2 o 2~
v V2E(W)v = NUTXTXU = N||Xv||§ > 0.

Logo, a Hessiana ¢ positiva semidefinida e £ € convexa. Toda solu¢do das equagdes normais €

um minimo global. Se X tem posto completo de colunas, a desigualdade ¢ estrita para v # 0, a
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Hessiana € positiva definida e 0 minimo € unico.

6.3.24.2.5 O gradiente como soma de contribuicoes
A formula
2 N
VE@) =——) e,

N

n=1

n

mostra que cada exemplo contribui com seu residuo multiplicado pelos atributos. Um erro
grande exerce influéncia maior; atributos de grande escala também podem produzir componentes
grandes no gradiente. Essa € uma razao pratica para padronizar entradas antes de usar métodos

iterativos.

Se ndo quisermos resolver o sistema diretamente, podemos usar

@t =gt —pv E(@(t)>,

o gradiente descendente. Diferentemente do Perceptron, a atualizagdo agora deriva explicitamente

de uma funcao de erro suave.

6.3.24.2.6 Verificacdo no caso de uma reta
Paray, = b+ wzx,,

E(b,w) = %Z(yn —b—wz,)?.

n

As duas equagdes de primeira ordem sao

oF 2
B = W 2l b wea) =0,
oF 2
w2 Tnlin T b mwm,) =0

A primeira afirma que os residuos somam zero; a segunda, que os residuos sao ortogonais ao

vetor dos valores x,,. S3o precisamente as duas verificagdes feitas no exemplo da projegao.
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1 Duas linguagens para o mesmo fato

Na linguagem geométrica, o residuo € ortogonal ao espaco coluna. Na linguagem do célculo,

o gradiente é zero. Como o gradiente ¢ —2X e/ N, as afirmagdes sdo equivalentes.

6.3.24.3 Exercicios

1. Derive Equacdo 6.27 usando a convengdo E = ||)? w—y|I?/(2N). O que muda?

2. Mostre que XTX¢ sempre simétrica.

3. Explique por que posto deficiente produz uma diregdo v # 0 com curvatura zero em
Equacao 6.28.

6.3.25 Computacio

Na implementagdo, o objetivo é encontrar @ que minimize | X — y|,. A forma matematica das

equagoes normais ¢ util para a teoria, mas o calculo explicito

~. ~ _1 ~.
(XTX) XTy
ndo ¢ a estratégia numérica recomendada.

Ha duas razoes principais. Primeiro, ndo precisamos da matriz inversa: precisamos apenas
resolver um sistema para um vetor. Segundo, formar X ' X eleva ao quadrado, aproximadamente,

o numero de condi¢do da matriz, ampliando erros de arredondamento.

6.3.25.0.1 Implementacio recomendada com NumPy

numpy . linalg.lstsq resolve diretamente o problema de minimos quadrados, normalmente
por métodos baseados em SVD. Ele aceita matrizes retangulares e também funciona quando as

colunas nao sao independentes.

from dataclasses import dataclass

import numpy as np

@dataclass
class Modelolinear:
coeficientes: np.ndarray

intercepto: float
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def

def

posto: int

valores_singulares: np.ndarray

ajustar_regressao_linear(X, y):
X

y

np.asarray(X, dtype=float)

np.asarray(y, dtype=float)

if X.ndim != 2:

raise ValueError ("X deve ter forma (n_exemplos, n_atributos)")
if y.ndim != 1 or len(y) !'= len(X):

raise ValueError("y deve ter um valor para cada linha de X")
if not np.all(np.isfinite(X)) or not np.all(np.isfinite(y)):

raise ValueError("X e y devem conter somente valores finitos")

X_tilde = np.column_stack([np.ones(len(X)), X])
w_tilde, _, posto, singulares = np.linalg.lstsq(
X_tilde, y, rcond=None

return ModeloLinear(
coeficientes=w_tilde[1:],
intercepto=float(w_tilde[0]),
posto=int (posto),

valores_singulares=singulares,

prever_regressao(modelo, X):
X = np.asarray (X, dtype=float)

return X @ modelo.coeficientes + modelo.intercepto

O segundo valor devolvido por 1stsq contém somas de residuos apenas em certas configuracdes

de forma e posto; por isso, ¢ mais claro calcular as métricas explicitamente a partir das previsoes.

def

metricas_regressao(y, y_predito):
y = np.asarray(y, dtype=float)
y_predito = np.asarray(y_predito, dtype=float)
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residuos = y - y_predito

mse = np.mean(residuos**2)
rmse = np.sqrt(mse)

mae = np.mean(np.abs(residuos))

denominador = np.sum((y - np.mean(y))**2)
r2 = np.nan if denominador == 0 else (

1 - np.sum(residuos**2) / denominador
)

return {"mse": mse, "rmse": rmse, "mae": mae, "r2": r2}

Quando todos os alvos sdo iguais, o denominador de R? ¢é zero; retornar NaN torna explicito que

a métrica ndo esta definida nessa amostra.

6.3.25.0.2 Exemplo completo

X_treino = np.array([
[560.0, 0.10],
[90.0, 0.25],
[140.0, 0.40],
[200.0, 0.65],
[280.0, 0.80],
D
y_treino = np.array([1.1, 1.8, 2.9, 4.1, 5.4])

modelo = ajustar_regressao_linear(X_treino, y_treino)

predicoes = prever_regressao(modelo, X_treino)

print("intercepto:", modelo.intercepto)
print("coeficientes:", modelo.coeficientes)
print ("posto:", modelo.posto)

print (metricas_regressao(y_treino, predicoes))

Com dois atributos e intercepto, esperamos posto 3. Um valor menor indica dependéncia linear
detectada numericamente. Isso ndo torna as previsdes automaticamente inuteis, mas impede

interpretar os coeficientes como uma solucdo Unica.

6.3.25.0.3 Entendendo a fatoracio QR
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Se X tem posto completo de colunas e sua QR reduzida ¢

X = QR,

entao

N T —
QElR ><p’ RERPXP; Q Q_Ip7

com p = d + 1 e R triangular superior. Substituindo na condi¢do de minimos quadrados, a

solucao satisfaz

Rw=Q"y. (6.29)

Resolvemos Equagdo 6.29 por substituicdo retroativa, sem calcular R~'. Em NumPy:

Q, R = np.linalg.qr(X_tilde, mode="reduced")
w_tilde = np.linalg.solve(R, Q.T @ y)

A QR ¢ mais estavel que resolver equagdes normais e costuma ser uma boa op¢ao para matrizes
densas com posto completo. Bibliotecas maduras usam transformag¢des de Householder ou

técnicas equivalentes; implementar Gram—Schmidt classico como solucionador de produgao ¢
desaconselhavel por sua sensibilidade a arredondamentos.

6.3.25.0.4 SVD, pseudoinversa e posto

A decomposi¢ao em valores singulares escreve
X=UxV".
Valores singulares muito pequenos revelam dire¢des quase redundantes. A pseudoinversa ¢
Xt =VEZtuT,

onde X7 inverte apenas os valores singulares tratados como néo nulos. Entdo,

T = Xty.
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A tolerancia usada para considerar um valor singular nulo ¢ uma deciso numérica. O argumento

rcond de 1stsq controla essa decisdo; None usa o padrdo apropriado da biblioteca.

6.3.25.0.5 Condicionamento

O ntimero de condi¢do em norma 2 ¢, para posto completo,

Quanto maior K4, mais sensivel a solucgdo fica a pequenas perturbagdes. Podemos estimé-lo por

condicao = np.linalg.cond(X_tilde)

print ("ntmero de condigdo:", condicao)

Um valor elevado ndo possui um limiar universal de “falha”; sua gravidade depende da precisdo
numérica e da aplicacdo. Padroniza¢do pode reduzir diferencas de escala, mas ndo remove
redundancia estrutural. Regularizagdo, como regressao ridge, pode estabilizar coeficientes ao

aceitar um pequeno viés.

6.3.25.0.6 Qual método escolher?

Situagao Estratégia tipica

matriz densa moderada 1stsqou QR

posto deficiente ou quase deficiente SVD/pseudoinversa

muitos exemplos e poucos atributos QR ou solucionador especializado

dados muito grandes ou em fluxo gradiente estocastico ou métodos iterativos
matriz esparsa rotinas proprias para matrizes esparsas
necessidade de estabilizacao regularizagdo ridge

6.3.25.0.7 Treino, validagao e teste

Ajuste os coeficientes somente no treino. Use validacdo para escolher transformacgdes, regulari-
zagdo ou outros hiperparametros e teste para a avaliagdo final. Se houver padronizagdo, ajuste

média e desvio no treino e reutilize esses valores nos demais conjuntos.

Evite nv(X.T @ X) @ X.T @y

Além de falhar em posto deficiente, essa expressdao forma uma matriz com condicio-

namento pior e calcula uma inversa desnecessdria. Prefira np.linalg.lstsq(X, vy,
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rcond=None) ou um solucionador adequado a estrutura dos dados.

6.3.25.1 Verificacées apoés o ajuste

A e

6.3.26 Resumo

Compare o posto devolvido com o nimero de parametros.

Examine valores singulares e nimero de condi¢ao.

Verifique residuos e métricas em treino e validagdo.

Inspecione padrdes dos residuos em funcao das previsdes e atributos.

Confirme que o mesmo pré-processamento serd aplicado em produgao.

A regressao linear aprende uma func¢do de saida real

hw’b(x) = /LUT.T + b

minimizando a média dos quadrados dos residuos. Embora o modelo seja simples, seu estudo

reuniu representagdo matricial, projecao ortogonal, calculo multivariavel e estabilidade numérica.

6.3.26.1 Mapa conceitual

Elemento Expressao

matriz de projeto X € RVx(d+1)
parimetros W= (b,wy, ..., wy)"
previsdes j=Xw

residuos e=y—1y

objetivo lel2/N

gradiente 2XT(X®W—y)/N
condigdo 6tima XTe=0

equagdes normais X" Xt=X"y
solugdo geral de menor norma T =X ty

A condicao XTe=0 possui duas leituras equivalentes:

* geometria: a previsdo ¢ a projecao de y no espago coluna e o residuo ¢ perpendicular a

€SSC €Spago,

* calculo: o gradiente do MSE ¢ zero no minimo.
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6.3.26.2 Fluxo recomendado de implementacio

e

1. Separe treino, validacao e teste.

2. Ajuste transformagdes de atributos somente no treino.

3.

4. Resolva minimos quadrados com 1stsq, QR, SVD ou método apropriado a estrutura dos

Adicione o intercepto ou configure a biblioteca para estima-lo.

dados.

Examine posto, valores singulares e condicionamento.

6. Calcule MSE ou RMSE e métricas complementares em dados nao usados no ajuste.

7. Analise residuos e verifique padrdes, valores atipicos € mudanca de distribuicao.

I A solugdo ndo é apenas uma formula

Calcular explicitamente (X T X )1 ¢ desnecessario e pode ser instavel. A pseudoinversa ¢

um conceito matematico; em cddigo, use um solucionador numérico confiavel.

6.3.26.3 O que cada métrica responde

MSE: qual ¢ a perda quadratica média?
RMSE: qual ¢ a escala tipica do erro com penalizagdo quadratica, nas unidades do alvo?
MAE: qual é o médulo médio do erro com influéncia linear?

R?: quanto o modelo melhora em relagdo ao preditor constante da média naquele conjunto?

Resultados de treino respondem sobre ajuste; resultados de validagdo e teste fornecem evidéncia

de generalizagdo. Nenhuma dessas métricas, por si s0, estabelece causalidade ou seguranga da

aplicacao.

6.3.26.4 Erros comuns

esquecer a coluna de intercepto;

transpor a matriz de projeto e trocar exemplos por atributos;

usar a formula da inversa sem verificar posto;

interpretar coeficientes sem considerar unidades e correlagdo entre atributos;
calcular pré-processamento com dados de teste;

extrapolar muito além da regido observada;

relatar somente R? e ocultar a escala dos residuos.

6.3.26.5 Questdes conceituais

1. Por que SSE e MSE possuem o mesmo minimizador?

2. Por que o residuo 6timo ¢ ortogonal as colunas da matriz de projeto?
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3. Ter mais exemplos que parametros garante solugdo tnica? Justifique.
4. Por que formar X7 X pode piorar o condicionamento?
5. Em que sentido uma regressdo com atributo =2 ainda ¢é linear?

6. Como um modelo pode apresentar R? negativo no conjunto de teste?

6.3.26.6 Exercicios

10
l.Para X = |1 1] e y = (1,2,2)7, verifique por multiplicagio as equacdes normais
1 2

usando @ = (7/6,1/2)T.

2. Construa uma matriz de projeto com duas colunas idénticas. Calcule seu posto e explique
por que os coeficientes ndo sdo tnicos.

3. Comparenp.linalg.1lstsqcom asolucdo explicita das equagdes normais em uma matriz
cujas colunas sejam quase colineares.

4. Ajuste uma reta a uma amostra, adicione um valor-alvo extremamente distante e observe
como coeficientes, RMSE ¢ MAE mudam.

5. Examine um gréfico de residuos contra previsdes. Que padrdo sugeriria que uma relagao

ndo linear permanece sem modelagem?

6.3.26.7 Critério de dominio
Ao concluir esta sec¢do, o estudante deve ser capaz de:

« montar X , Y, Y € e com dimensdes corretas;

+ derivar as equagdes normais por projecao e pelo gradiente;

* explicar posto, pseudoinversa e unicidade;

* escolher uma rotina numérica apropriada sem calcular uma inversa explicita;

* avaliar o modelo fora da amostra e interpretar seus residuos.

6.3.27 Animacio

Uma animag¢do pode mostrar simultaneamente duas visdes do mesmo processo:

* no espaco dos dados, a reta muda a medida que b e w sdo atualizados;
* no espago dos pardmetros, o ponto (b, w) percorre a superficie do MSE em dire¢do ao

minimo.

Para uma regressdo com um atributo, 0o MSE ¢ uma funcdo quadratica de dois parametros. Suas

curvas de nivel sdo elipses quando a solugdo € unica.
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inicializagdo
MSE maior

intercepto b

inclinagdao w

Figura 6.11: O gradiente descendente atravessa curvas de nivel do MSE em dire¢do ao minimo.

Elipses muito alongadas indicam escalas diferentes ou forte correlagcdo entre as diregdes dos
parametros. Nesse cendrio, uma taxa de aprendizado alta pode fazer a trajetoria oscilar de um

lado para outro do vale.

6.3.27.1 Registrando a trajetoria

O cddigo a seguir ajusta uma reta por gradiente descendente e guarda uma copia dos parametros
a cada passo.

import numpy as np

def trajetoria_gradiente(X, y, taxa=0.05, passos=100):
X = np.asarray(X, dtype=float).reshape(-1)
y = np.asarray(y, dtype=float)
b, w=0.0, 0.0

historico = []

for passo in range(passos + 1):
predicoes = b + w * X
residuos = predicoes - y
mse = np.mean(residuos**2)

historico.append((passo, b, w, mse))
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grad_b = 2 * np.mean(residuos)

grad w = 2 * np.mean(residuos * X)
b -= taxa * grad_b

w —-= taxa * grad_w

return historico

Usamos residuos = predicoes - y, por isso o gradiente aparece com sinal positivo antes
da subtragdo. Se definissemos residuos como y — ¢, o sinal da formula intermediaria mudaria,

mas a atualizagdo final seria equivalente.

6.3.27.2 Animando a reta

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.animation import FuncAnimation

def animar_ ajuste_linear(X, y, taxa=0.05, passos=100):
X = np.asarray (X, dtype=float).reshape(-1)
y = np.asarray(y, dtype=float)

historico = trajetoria_gradiente(X, y, taxa, passos)

fig, (ax_dados, ax_erro) = plt.subplots(l, 2, figsize=(10, 4))
ax_dados.scatter(X, y, label="observacdes")

eixo_x = np.linspace(X.min(), X.max(), 100)

reta, = ax_dados.plot([], [], label="modelo")
ax_dados.set_x1im(X.min(), X.max())

margem y = 0.1 * max(np.ptp(y), 1.0)

ax_dados.set_ylim(y.min() - margem_y, y.max() + margem_y)

ax_dados.legend()

passos_hist = [estado[0] for estado in historico]
erros_hist = [estado[3] for estado in historico]
ax_erro.plot(passos_hist, erros_hist, color="lightgray")
ponto_erro, = ax_erro.plot([], []J, "o")
ax_erro.set_xlabel("passo")

ax_erro.set_ylabel ("MSE")

titulo = fig.suptitle("")
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def atualizar(estado):
passo, b, w, mse = estado
reta.set_data(eixo_x, b + w * eixo_x)
ponto_erro.set_data([passo], [mse])
titulo.set_text(
f"passo={passo} - b={b:.3f} - w={w:.3f} - MSE={mse:.4f}"
)

return reta, ponto_erro, titulo

animacao = FuncAnimation(
fig,
atualizar,
frames=historico,
interval=100,
repeat=False,

)

return fig, animacao

Em um notebook:

from IPython.display import HTML

X = np.array([0.0, 1.0, 2.0, 3.0, 4.0])
np.array([1.1, 2.8, 5.2, 6.9, 9.2])

<
Il

fig, animacao = animar_ajuste_linear(
X, y, taxa=0.03, passos=100

)

plt.close(fig)

HTML (animacao.to_jshtml())

6.3.27.3 [Experimentos guiados

1. Aumente a taxa de aprendizado gradualmente. Em que valor o MSE deixa de diminuir de
modo estavel?

2. Multiplique X por 1 000 sem alterar a taxa. Explique a mudanca usando a expressdo do
gradiente.

3. Padronize X e repita o experimento. Compare a trajetoria.
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4. Adicione um valor atipico a y. Observe como a reta 6tima muda.

5. Compare os parametros finais ao resultado de np.linalg.1lstsq.

o = . = . ~
1 A solug@o direta ndo percorre a animagao

QR ou SVD calcula a solugdo por operagdes de algebra linear e ndo gera naturalmente uma
sequéncia de retas intermedidrias. A trajetdria acima pertence ao gradiente descendente, um

algoritmo alternativo para o mesmo objetivo quadratico.

6.4 Regressao Logistica

A regressao logistica ¢ um modelo de classificacdo probabilistica binaria. Embora o nome

contenha “regressdo”, o alvo observado pertence a duas classes. Usaremos a codificacdo
b

y € {0,1},

em que y = 1 representa o evento de interesse e y = 0, seu complemento. Exemplos incluem
inadimpléncia ou pagamento, fraude ou transagdo legitima, falha ou funcionamento e presenca

ou auséncia de uma condicao clinica.

O objetivo ndo ¢ apenas devolver uma classe. Queremos modelar

p(z) =P =1]X =),

a probabilidade condicional do evento positivo dados os atributos. Como as classes sdo comple-

mentares,
PY=0|X=2z)=1—p(z).

6.4.1 Por que a regressao linear nao basta?

Poderiamos codificar os rétulos como zero e um e ajustar w' z -+ b por minimos quadrados. Esse
procedimento, chamado modelo de probabilidade linear, possui limita¢cdes importantes:

* asaida pode ser menor que zero ou maior que um;
* o efeito de uma variag@o na pontuagao permanece constante, mesmo proximo aos extremos
probabilisticos;

* avariancia de uma variavel binaria depende de sua probabilidade;
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* 0 MSE nao corresponde diretamente a verossimilhanga de uma observagao Bernoulli.

A regressao logistica mantém a pontuagao linear

z=w'x+0b,

mas aplica uma transformagio que leva qualquer niimero real ao intervalo (0, 1):

1
plx) =0(2) = ——. (6.30)
14+e7
Atributos Pontuacao Probabilidade Decisao
x ERY z=wlx+b p=o0(z) p=t?
um exemplo qualquer numero real O0<p<1 classe e acdo

Treinar estima a probabilidade; escolher o limiar T depende do custo da aplicagéo.

Figura 6.12: A regressdo logistica separa a estimativa de probabilidade da decisdo tomada com
um limiar.

6.4.2 Probabilidade nao ¢é decisao

Depois de estimar p(z), uma aplicagdo pode converté-la em classe usando um limiar 7:

R L, p(x) >,
y _—
0, p(z)<T.

O valor 7 = 0,5 ¢ comum, mas nao obrigatorio. Se deixar de detectar uma fraude custa muito
mais que investigar um alarme falso, um limiar menor pode ser adequado. O modelo estima

probabilidades; a politica de decisdo combina essas probabilidades com custos e restrigdes.

Como o (0) = 0,5 e a sigmoide ¢ crescente, o limiar 0,5 produz a fronteira
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w'z +b=0,
a mesma forma geométrica do Perceptron. A diferenga estd na saida e no treinamento: o

Perceptron fornece um sinal e usa corre¢des de erros; a regressao logistica fornece um valor

continuo e otimiza uma perda probabilistica.

6.4.3 Interpretacido condicional

Nao existe, para cada entrada =, um rétulo deterministico que o modelo precise descobrir. Duas
observacgdes com atributos iguais podem ter resultados diferentes. A incerteza ¢ representada por

uma distribuicdo Bernoulli:

Y | X = 2 ~ Bernoulli(p(x)).

Isso significa

P<Y =Y | X = x) :p<x)y[1 _p<x>]17y7 Y€ {07 1}'

Ao observar muitos casos semelhantes com p(x) = 0,8, esperamos uma proporgio proxima de

80% de resultados positivos, ndo a certeza de que cada caso sera positivo.

6.4.4 Exemplo de leitura

Considere um modelo de falha de servidores:

z = —4 4 0,03 temperatura + 1,2 carga.

Para temperatura 80 e carga 0,75,

2= —4+0,03(80) + 1,2(0,75) = —0.7,

p=0c(—0,7) ~ 0,332

213



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 214

Esse numero € uma estimativa condicional ao vetor de atributos e ao modelo ajustado. Nao ¢

uma frequéncia observada diretamente para aquele servidor individual.

6.4.5 Trés niveis que nao devem ser confundidos

Quantidade Dominio Significado

pontuagao z R evidéncia linear antes da
transformagao

probabilidade p = o(2) (0,1) estimativa de
PY=1|X=x)

decisdo ¥ {0,1} acdo apos aplicar um limiar

Uma boa acurdcia ndo garante probabilidades confidveis. Se previsdes de 0,8 correspondem a
resultados positivos em apenas 60% dos casos, 0 modelo esta mal calibrado, ainda que muitas

classes estejam corretas. Calibracao e discriminacao sao propriedades diferentes.

Probabilidade do modelo nao € certeza cientifica

A saida depende dos dados, atributos, populacdo e suposi¢cdes do modelo. Mudanga de
distribui¢do, grupos pouco representados e variaveis omitidas podem tornar probabilidades
inadequadas. Em aplicagdes de alto impacto, avalie calibragdo e erros por subgrupo e defina

supervisao humana.

6.4.6 Roteiro da secao
Nas proximas subsecdes, estudaremos:

a funcao logistica e sua relacdo com chances e log-odds;
a classe de hipoteses probabilisticas;
a perda de entropia cruzada derivada da Bernoulli;

gradiente, Hessiana e métodos de otimizacao;

A e

implementagdo numericamente estavel e avaliacao.

6.4.7 Funcio Logistica

Precisamos transformar uma pontuagdo z € R em uma probabilidade. A fungao logistica,

também chamada sigmoide, ¢
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1 e®

T 1ter 14er

o(z2) (6.31)
Seu dominio ¢ toda a reta real e sua imagem ¢ o intervalo aberto (0, 1). Ela nunca produz
exatamente zero ou um para um argumento real finito, mas se aproxima desses valores quando z

tende a —o0 ou +00.

o(z)

20 proxima de 1

inclinagdo maxima: 1/4

saturagdo proxi

Figura 6.13: A sigmoide converte uma pontuagao real em probabilidade e satura proximo aos
extremos.

6.4.7.0.1 Propriedades fundamentais
A sigmoide satisfaz
o(0) =, o(—2)=1—o0(2).
Ela ¢ estritamente crescente. Sua derivada possui uma forma especialmente conveniente:

—Zz

o'(%) = (L+e#)? (6.32)
=0(2)[1 —o(2)].

Como 0 < o(z) < 1, a derivada ¢ positiva. Seu valor maximo ¢ 1/4, atingido em z = 0. Nas

caudas, a derivada se aproxima de zero: dizemos que a fungao satura.

Para pequenas variagdes Az proximas de zero,
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1
Ap ~ o' (0)Az = ZAZ.
Longe do centro, a mesma variagao de pontuacao causa uma alteragdo menor na probabilidade.

6.4.7.0.2 Chances e chances logaritmicas

Se um evento tem probabilidade p, suas chances (odds) sao

odds(p) = P

i
Probabilidade p = 0,8, por exemplo, corresponde a chances 0,8/0,2 = 4: lemos “quatro para

um” a favor do evento. Probabilidade 0,5 corresponde a chances 1.

O logaritmo das chances ¢ a fungao logit:

logit(p) = In (%) . (6.33)

Aplicando-a a sigmoide,

o(z) :

) =e* = logit(o(2)) = .

Portanto, sigmoide e logit sdo fungdes inversas:

p=o(z) < zzln<%).

Na regressao logistica, a quantidade linear nao ¢ a probabilidade, mas o logaritmo das chances:

In <1f<—;'(>x)) =w'z + b. (6.34)

6.4.7.0.3 Interpretacio de um coeficiente

Mantendo os outros atributos fixos, aumentar x; em uma unidade soma w; aos log-odds. Expo-

nenciando, as chances s3o multiplicadas por e*s:

odds(x; +1)
odds(z ;)

= %5,
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Se w; = In2, uma unidade adicional duplica as chances. Isso néo significa dobrar a probabili-
dade. Se ela passa de 0,2 para chances 0,25, dobrar as chances produz 0,5, que corresponde a
probabilidade 1/3, ndo 0,4.

6.4.7.0.4 Rela¢ao com a distribuicio Bernoulli

Uma variavel Bernoulli com parametro p satisfaz

PY=yl|p) =p'(01-p)'Y, ye{01}.

Defina o parametro natural

nzln(L).
L—p

Como p = o(n), podemos reescrever a massa de probabilidade:

P(Y =y |n) =explyn—In(1+e")]. (6.35)

Essa ¢ a forma de familia exponencial da Bernoulli. A regressdo logistica modela o parametro
natural por = w'x + b. Essa ligacio explica por que a fungio logistica e a perda de entropia

cruzada aparecem juntas; elas ndo sdao apenas escolhas graficas convenientes.

6.4.7.0.5 Funcao logistica, probit e tangente hiperboélica

O modelo probit substitui a sigmoide pela fungdo de distribui¢do acumulada normal ®(z).
Ambas produzem curvas em S e frequentemente geram ajustes semelhantes apés uma mudanga

de escala, mas correspondem a fungdes de ligagao diferentes.

A tangente hiperbolica satisfaz

tanh(z) = 20(22) — 1

e possui imagem (—1, 1). Ela é comum como fungéo de ativagdo em redes neurais, mas ndo

representa diretamente uma probabilidade Bernoulli sem transformagao adicional.
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[ r . ~ r 4 .
1 Logistico ndo ¢ logaritmico

O nome “regressao logistica” vem da fun¢do logistica. O logaritmo aparece porque o

modelo torna os log-odds lineares nos atributos.

6.4.7.0.6 Intercepto e probabilidade de referéncia

No vetor homogéneo,

T=(1,2q,...,24), W= (b,wy,...,wy),

temos z = @' . Quando todos os atributos originais valem zero,

Po = J<b>7

de modo que b representa os log-odds de referéncia. Centralizar os atributos pode tornar essa

referéncia mais interpretavel.

6.4.7.0.7 Computacio numericamente estavel

A formula direta pode causar transbordamento ao calcular e para z muito negativo. Uma

implementagdo por ramos evita exponenciais gigantes:

import numpy as np

def sigmoide_estavel(z):
z = np.asarray(z, dtype=float)
saida = np.empty_like(z)

positivos = z >= 0

saida[positivos] = 1 / (1 + np.exp(-z[positivos]))
exp_z = np.exp(z[~positivos])
saida[~positivos] = exp_z / (1 + exp_z)

return saida

Para perdas logisticas, bibliotecas usam identidades como logaddexp e logsumexp, evitando

calcular primeiro probabilidades arredondadas a zero ou um.
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6.4.7.1 Exercicios

Demonstre a identidade Equacao 6.32.
Converta probabilidades 0,1, 0,5 e 0,9 em chances e log-odds.
Se w; = 0,4, por qual fator as chances mudam quando z; aumenta trés unidades?

Mostre algebricamente que a inversa da fungao logit ¢ a sigmoide.

M e

Explique por que uma alteragao fixa nos log-odds nao corresponde a uma alteragao fixa na

probabilidade.

6.4.8 Hipoteses

A classe de hipoteses da regressao logistica ¢

Hrog = {hup(@) = o(wTz +b) s w e R, b€ R} (6.36)

Cada hipotese associa a uma entrada uma probabilidade estimada:

hyy(@) =P(Y =1| X =x).

Como Y ¢ binaria,

PY=0|X=2)=1—h,,(z)

Essa fun¢do ¢ uma probabilidade condicional, ndo uma densidade de varidvel continua. Para

Y € {0, 1}, usamos uma fungdo massa de probabilidade Bernoulli:
P(Y=y|X =)= h(z)[1 — h(z)]* . (6.37)

6.4.9 Representacio homogénea e matricial

Com

€SCrevemos
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Para uma amostra inteira,

z = Xw, p=o0(z), (6.38)

em que a sigmoide ¢é aplicada componente a componente. Assim, z, p € R™V: ha uma pontuagio

e uma probabilidade para cada exemplo.

6.4.10 Codificacao dos rotulos

A codificagdo {0, 1} é conveniente para a Bernoulli e a entropia cruzada. Se os dados usam

{—1,+1}, podemos converter por

Yy +1
Yo1 = iTa Yy1 = 2y — L.

As duas convengdes sao validas, mas suas formulas de perda diferem. Mistura-las silenciosamente

¢ uma fonte comum de erros de sinal.

6.4.11 Superficies de probabilidade

Todos os pontos com a mesma probabilidade ¢ € (0, 1) satisfazem

o(w'z +b) = c.

Aplicando a funcao logit,

chc—H):ln( ¢ )
1—c¢

Portanto, as superficies de probabilidade constante sdo hiperplanos paralelos. Para ¢ = 0,5, o

lado direito é zero e obtemos a fronteira

wx+b=0.

Para um limiar geral 7, a fronteira de decisdo ¢

w'z + b = logit(7). (6.39)
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Mudar o limiar desloca a fronteira paralelamente; ndo € necessario treinar novamente o modelo

apenas para testar outra politica de decisao.

6.4.12 Interpretacio dos parametros

O modelo supde linearidade nos log-odds:

logit(h(x)) = b+ wyxy + - + wyz,.
Cada w; representa a mudanca nos log-odds para uma unidade adicional de x;, mantendo os
outros atributos constantes. O fator e*’s é a razdo de chances correspondente.

Essa interpretagdo depende da especificagdo do modelo. Se uma relagdo € curva, omitir termos
nao lineares pode tornar o coeficiente enganoso. Se dois atributos sdo fortemente correlacionados,

a frase “mantendo os outros constantes” pode descrever uma comparagdo rara ou impossivel nos
dados.

6.4.13 Engenharia de atributos

Assim como na regressao linear, podemos usar um mapa de caracteristicas:

hy(2) = o(w'(z)) .

Com ¢(z) = (1,74, %5, 129, T3), a fronteira no espago original pode ser curva, embora 0s
log-odds continuem lineares nos parametros. Isso aumenta a capacidade e deve ser acompanhado

por validacdo e, muitas vezes, regularizagao.

6.4.14 O que a hipotese assume — e 0 que nio assume

Aregressao logistica ndo exige que os atributos sigam distribuicdo normal. A especificagao central
¢ que os log-odds condicionais sejam modelados pela combinacao escolhida de caracteristicas.
Para inferéncia estatistica tradicional, outras condi¢gdes podem ser necessarias; para predicao,

avaliamos sobretudo desempenho, calibragao e estabilidade fora da amostra.

Separagao perfeita

Se uma combinacao linear separa perfeitamente as classes, a verossimilhanca sem regulari-
zacdo pode continuar melhorando enquanto a norma dos coeficientes tende ao infinito. As

probabilidades ficam extremas e nao ha estimativa finita usual de maxima verossimilhanga.
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Regularizagdo ou métodos especificos tratam esse caso.

6.4.15 Exemplo vetorizado

import numpy as np

X = np.array([

[70.0, 0.40],
[85.0, 0.75],
[60.0, 0.25],
D
= np.array([0.03, 1.20])
b=-4.0
z=X0w+bDb

p=1/ (1 + np.exp(-z))
classes = (p >= 0.5).astype(int)

print ("pontuagdes:", z)
print("probabilidades:", p)

print("classes:", classes)

O vetor p ¢ a saida probabilistica da hipotese; classes depende do limiar escolhido e pertence a

camada de decisao.

6.4.15.1 Questoes

1. Derive Equagdo 6.39 para 7 = 0,8.

2. Converta uma base rotulada em {—1,+1} para {0, 1}.

3. Explique por que todas as superficies de probabilidade constante sdo paralelas no modelo
sem transformacdes nao lineares.

4. Dé um mapa ¢(x) que permita uma fronteira circular em duas dimensdes.

6.4.16 Erro

A amostra ndo contém as probabilidades verdadeiras; contém realiza¢des bindrias. Para relaci-
onar essas observagdes aos pardmetros, usamos o modelo Bernoulli e o principio da maxima

verossimilhanga.
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Se

a probabilidade atribuida ao rétulo y,, € {0,1} é

P(Y, =y, | z,, W) =pp" (1 —p,) .

Assumindo que as observagdes sdo condicionalmente independentes dados os atributos, a veros-

similhan¢a da amostra ¢é

H (1 —p, ) vm, (6.40)

Essa expressao ¢ uma fungdo dos parametros para os dados fixados. Ela ndo ¢ a probabilidade de

que os parametros sejam verdadeiros.

6.4.16.0.1 Do produto a soma

Produtos de muitas probabilidades pequenas podem sofrer subfluxo numérico. Como o logaritmo

€ crescente, maximizar L equivale a maximizar a log-verossimilhanca:

Algoritmos de aprendizado costumam minimizar uma perda. Tomamos a média negativa:

1 N

W) =~ 2 g+ (L=l =p, )] (6:41)

Essa fun¢ao ¢ chamada entropia cruzada binaria, log-loss ou perda logistica.
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perda

=In(p), y=1 =In(1-p), y=0

probabiIiJade P

Uma previsao confiante e errada recebe perda muito grande.

Figura 6.14: A entropia cruzada penaliza fortemente probabilidades confiantes atribuidas a classe
errada.

Para y = 1, a perda individual ¢ —Inp; paray = 0, ¢ —In(1 — p). Uma previsdo correta e
confiante recebe perda proxima de zero. Uma previsdo errada e confiante recebe perda muito
grande.

6.4.16.0.2 Forma com rétulos {—1,+1}

Se usarmos ¢,, € {—1,+1} e a pontuagdo z,, = 7, W, a probabilidade do rétulo observado ¢

P(T, =t,|z,) =0(t,z,)-

nTn

Logo, a perda individual é

—Ino(t,z,) =In(1+ e tn?n).

O erro médio torna-se

N
E (W) = % D In (14T (6.42)
n=1

As formas Equacdo 6.41 e Equacdo 6.42 sdo equivalentes apds converter os rotulos. A expressao
In(1 + e®) é chamada softplus.
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6.4.16.0.3 Relacio com a margem

Na codificagdo {—1, +1}, a margem ¢é

m,, =1,2,-

A perda In(1 4+ e "n) é decrescente na margem:

* margem grande e positiva: classificacao correta e perda proxima de zero;
* margem zero: probabilidade 0,5 e perda In 2;
* margem negativa: classifica¢do errada, com perda que cresce a medida que o erro se torna

mais confiante.

Ao contrario da perda zero—um, a perda logistica ¢ suave e fornece um gradiente util em quase

todas as situagdes.

6.4.16.0.4 Por que ndo usar somente acuracia?

Acurécia considera apenas o lado do limiar. Duas previsdes de 0,51 e 0,99 para um caso positivo
sdo ambas corretas, mas a segunda atribui mais probabilidade ao resultado observado. A log-loss
distingue essas situacdes e ¢ uma regra de pontuacio propria: em expectativa, ¢ minimizada

ao relatar a probabilidade verdadeira.

Isso ndo elimina a necessidade de métricas de decisdo. Log-loss avalia qualidade probabilistica;

precisdo, revocacao e custos avaliam o que acontece depois de aplicar um limiar.

6.4.16.0.5 Computacio estavel

Calcular primeiro p = o(z) e depois log(p) pode produzir 1og(0) por arredondamento. Com

rotulos {—1, 41}, use np.logaddexp(0, -t * z), que calcula a softplus de modo estavel:

import numpy as np

def perda_logistica_pml(X, t, w, b):
z=X0w+b
perdas = np.logaddexp(0.0, -t * z)

return np.mean(perdas)

Com rétulos {0, 1}, uma forma estavel diretamente nos logits é
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(z,y) =In(1+e*) —yz.

def entropia_cruzada_logits(X, y, w, b):
z=X0w+b
perdas = np.logaddexp(0.0, z) - y * z

return np.mean(perdas)

6.4.16.0.6 Regularizacao

E comum adicionar uma penalidade aos pesos:

~ — A
E\(@) = B (@) + 5 [w]3.

O intercepto normalmente nao ¢ penalizado. A regularizagao reduz coeficientes extremos, ajuda
em separagao perfeita e controla sobreajuste. O valor A deve ser escolhido por validagdo, ndo
pelo conjunto de teste.

Log-loss ndo possui limite superior

Uma probabilidade quase zero para um evento que ocorre produz perda muito grande. Isso
¢ intencional: o modelo € responsabilizado por confianca indevida. Também torna essencial

investigar rotulos incorretos e usar operagdes numericamente estaveis.

6.4.16.1 Exemplo
Para um caso positivo com p = 0,8,
—In(0,8) ~ 0,223.

Se o modelo atribui p = 0,01 ao mesmo resultado,

—1n(0,01) ~ 4,605.

A segunda previsdo ndo ¢ apenas incorreta segundo um limiar de 0,5; ¢ incorreta com alta

confianca.

226



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 227

6.4.16.2 Exercicios

1. Derive Equagdo 6.41 a partir de
1.
2. Mostre que —Ino(a) = In(1 4+ e ).
3. Calcule a log-loss para y = 0 e previsdes p = 0,1 e p = 0.9.
4. Explique por que maximizar a verossimilhanga equivale a minimizar a log-verossimilhanga
negativa.
5. Compare a perda logistica e a perda zero—um em margens —2, 0, 2.

6.4.17 Algoritmo

Treinar a regressao logistica significa encontrar parametros que minimizem a entropia cruzada,
ou, equivalentemente, maximizem a verossimilhanga Bernoulli. Para rotulos y € {0,1}, o

problema ¢

1 & ~
w* € arg min N In(1 4 e*r) —y,2,], z = XW. (6.43)

n=1
Na regressao linear, zerar o gradiente produziu um sistema linear com solugao fechada. Aqui,
as probabilidades p,, = o(Z] @) dependem ndo linearmente dos pardmetros. A condigio de
primeira ordem forma um sistema nao linear e, em geral, precisa ser resolvida iterativamente.

6.4.17.1 Gradiente e Hessiana em uma visdo antecipada

Reunindo as probabilidades no vetor p, o gradiente ¢

1 ~
VE(w) = NXT (p—v). (6.44)

O gradiente aponta na dire¢do de maior crescimento local. Para diminuir a perda, movemo-nos

na direcdo oposta, —V E.

A Hessiana é

1 - ~
V2E(w) = NXTSX, (6.45)

em que

S = diag (p1(1 —py), .., pn(1 —py)) -
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Para qualquer vetor v,

VTV E(F)0 = %(}’Z@Ts@’v) >0,

pois os elementos diagonais de S sdo ndo negativos. Logo, a perda é convexa: ndo ha minimos
locais ruins. Isso ndo significa que toda execugao seja trivial; condicionamento, escolha do passo
e separacao perfeita ainda importam.

6.4.17.2 Trés estratégias

As subsecdes seguintes apresentam métodos relacionados:

Método Informacgao usada Custo por iteragdo Caracteristica
gradiente primeira derivada geralmente O(Nd) simples e escalavel
descendente

Newton/IRLS gradiente e Hessiana inclui sistemaem d + 1  poucas iteragdes

variaveis perto do minimo
maximo declive gradiente e escolha  vérias avaliagdes da perda reduz risco de passo

com busca de passo  adaptativa de n inadequado

Em bases muito grandes, o gradiente pode ser estimado com minilotes. Em dimensao moderada,
Newton ou métodos quase-Newton, como BFGS e L-BFGS, costumam convergir em menos
iteragdes.

6.4.17.3 Regularizacio

Com penalidade L,, minimizamos

~ — A
E\(@) = E(®) + S[wl3,

normalmente excluindo o intercepto b. O gradiente ganha o termo Aw e a Hessiana ganha \I nas
coordenadas penalizadas. Além de controlar sobreajuste, esse termo melhora o condicionamento
e produz solucao finita em muitos casos de separacao perfeita.

6.4.17.4 Estrutura de uma iteracio

Independentemente do método, um ciclo tipico contém:

1. calcular os logits z = )?ﬂ)’;
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. calcular probabilidades ou quantidades equivalentes de modo estavel;

. avaliar perda e gradiente;

. escolher um tamanho de passo 7;;

2

3

4. determinar uma diregdo d,;

5

6. atualizar "+ = @ + n,d,;
7

. verificar critérios de parada.

Para gradiente descendente, d, = —V E. Para Newton,

d, = —[V?E@@")]'VE@"),
mas uma implementagio resolve o sistema linear V2E d, = —V E sem calcular a inversa.

6.4.17.5 Critérios de parada
Um tnico critério pode ser enganoso. Implementacdes robustas combinam:

* norma do gradiente abaixo de uma tolerancia;
* variacao relativa da perda pequena;

* variacao relativa dos parametros pequena;

* nimero maximo de iteracoes;

* deteccdo de valores nao finitos;

* desempenho de validagdo para parada antecipada, quando apropriado.

A perda deve ser monitorada em precisio suficiente. Uma mudanga absoluta de 10~% pode ser
irrelevante para uma perda de 10° e importante para uma perda de 10~%; por isso, tolerancias

relativas sdo uteis.

6.4.17.6 Inicializacao e escala

Inicializar em zero € valido para uma regressao logistica isolada: ndo ha simetria entre varias
unidades que precise ser quebrada. Se as classes sdo muito desbalanceadas, uma inicializacao
util do intercepto é

b(o) = In (L_) ,
-7y

com pesos inicialmente zero, desde que 0 < y < 1. Isso comeca com a prevaléncia da classe

positiva.

Padronizar atributos melhora o condicionamento e torna uma unica taxa de aprendizado mais
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razoavel para todas as coordenadas. As estatisticas de padronizagdo devem ser estimadas somente
no treino.
Convergéncia numérica nao garante um bom modelo

Um otimizador pode minimizar perfeitamente a perda de treinamento e ainda generalizar
mal, estar descalibrado ou apresentar desempenho desigual entre grupos. Otimizagao
resolve os parametros do objetivo especificado; avaliagdo verifica se esse objetivo serve a

aplicagao.

6.4.17.7 Diagnésticos basicos
Durante o treinamento, registre pelo menos:

* perda de treino e validacdo;
* norma do gradiente;

* norma dos parametros;

* tamanho do passo;

» numero de iteragdes e motivo da parada.

Crescimento continuo da norma dos parametros com perda decrescente pode indicar separagao
perfeita sem regularizacdo. Perda NaN ou infinita costuma indicar operagdes instaveis ou passo

€XCeSsSIvVo.

6.4.17.8 Gradiente

Para uma fungéo escalar f : RP — R, o gradiente retine as derivadas parciais:

Of /0w,
Vf(w) = s
of/ow,

Adotaremos gradientes como vetores coluna. A derivada direcional na dire¢ao unitaria v ¢

D, f(w) =V f(w)v.

Por Cauchy—Schwarz, esse valor ¢ méximo quando v aponta na dire¢do do gradiente. Portanto,

—V f(w) é a dire¢do de maior declive local.

6.4.17.8.1 Derivagiio com rétulos {0, 1}
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Para um exemplo, defina

e use a perda estavel nos logits

€n<aj) = 111(1 + ezn> —Yn<n-
Como a derivada da softplus ¢ a sigmoide,

oy _ sy
8Zn_0 n yn_pn yn

Além disso,

Pela regra da cadeia,

viﬂen = (pn - yn)fn' (646)

Calculando a média e reunindo os exemplos na matriz de projeto,

1 ~

1 i
VE(@) =+ D (P = 9T = X (0 — ). (6.47)

A formula possui uma interpretagdo simples: p — y mede o erro probabilistico de cada exemplo,
e a multiplicagdo por X T distribui esses erros entre os parametros de acordo com os valores dos
atributos.

6.4.17.8.2 Derivac¢do com rétulos {—1,+1}

Parat, € {—1,+1}, aperdaé

0, =1In(1+ e tnn).

Sua derivada é
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~

t. x
Vbl =—t —t r, = ——2>1 6.48

Observe o expoente +7,, z,, no denominador. Quando a margem ¢ grande e positiva, a contribui¢do

tende a zero; quando ¢ negativa, a contribui¢do aproxima-se de —t,Z,, .

6.4.17.8.3 Atualizaciao em lote

O gradiente descendente em lote usa todos os exemplos:

~ ~~ 1 5
@) = a® — X7 (W — ). (6.49)

Com regularizagdo L,, adicionamos Aw as coordenadas dos pesos, deixando o intercepto sem
penalidade.

Um passo muito pequeno converge lentamente. Um passo muito grande pode fazer a perda
oscilar ou aumentar, apesar da convexidade. Convexidade descreve a forma do objetivo, ndo

corrige automaticamente uma taxa de aprendizado inadequada.

6.4.17.8.4 Gradiente estocastico e minilotes

O gradiente completo custa O(/Nd) por iteragdo. Para bases grandes, podemos estima-lo usando

um subconjunto B:

» SGD: |B| = 1; atualizagdes baratas e ruidosas;
* minilote: 1 < |B| < N; aproveita vetorizagéo e reduz variéncia;

* lote completo: |B| = N; direcdo deterministica.

Em treinamento por minilotes, embaralhamos os exemplos a cada época e normalmente reduzimos
a taxa de aprendizado ao longo do tempo. O ruido faz a perda oscilar, portanto um tnico aumento

entre passos nao implica falha.

6.4.17.8.5 Implementacio estavel

import numpy as np

def perda_e gradiente_ logistico(X, y, w, b, lambda_12=0.0):
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z=X0w+b

# Perda diretamente nos logits: softplus(z) - y*z.
perdas = np.logaddexp(0.0, z) - y * z
perda = np.mean(perdas) + 0.5 * lambda_12 * (w Q@ w)

# Sigmoide estavel.

p = np.empty_like(z)

positivos = z >= 0

plpositivos] = 1 / (1 + np.exp(-z[positivos]))
exp_z = np.exp(z[~positivos])

pl~positivos] = exp_z / (1 + exp_z)

erro = p - y
grad_ w = X.T @ erro / len(X) + lambda_12 * w

grad b = np.mean(erro)

return perda, grad w, grad_b

Uma implementacao do treinamento pode usar:

def ajustar_por_gradiente(
X,

Yy,
*

b

taxa=0.1,
max_iter=10_000,
tolerancia=1e-7,
lambda 12=0.0,

np.asarray(X, dtype=float)
np.asarray(y, dtype=float)

np.zeros (X.shape[1])
=0.0

historico = []

(oI
I

for iteracao in range(l, max_iter + 1):
perda, grad w, grad b = perda_e _gradiente logistico(
X, y, w, b, lambda_12
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)
norma_grad = np.sqrt(grad_ w @ grad w + grad b**2)
historico.append(perda)

if not np.isfinite(perda):
raise FloatingPointError("a perda deixou de ser finita")
if norma_grad <= tolerancia:

return w, b, historico, True

w —-= taxa * grad_w

b -= taxa * grad_b

return w, b, historico, False

O retorno booleano impede que atingir o limite de iteragdes seja confundido com convergéncia.

6.4.17.8.6 Verificacdo por diferencas finitas

Antes de confiar numa derivada implementada manualmente, podemos compara-la com uma

aproximac¢ao numérica:

OF E(w+¢e;) — E(w — ee;)

8wj 2e

def gradiente_numerico(funcao, w, epsilon=1e-6):

aproximacao = np.zeros_like(w)

for j in range(len(w)):
deslocamento = np.zeros_like(w)
deslocamento[j] = epsilon
aproximacaol[j] = (
funcao(w + deslocamento)
- funcao(w - deslocamento)
) / (2 x epsilon)

return aproximacao

Diferencas finitas também tém erro de arredondamento e truncamento, mas sao excelentes para

detectar sinais trocados, fatores ausentes e erros de transposicao em exemplos pequenos.
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6.4.17.8.7 Convergéncia e unicidade

A perda € convexa, mas o minimo ndo € necessariamente Unico sem condi¢des adicionais. Colunas
redundantes produzem dire¢des planas. Em dados perfeitamente separaveis e sem regularizagao,
o infimo pode ser aproximado enquanto a norma dos pardmetros diverge, sem um minimizador

finito.

Com regularizacdo L, positiva nas dire¢des relevantes, o objetivo torna-se mais fortemente

convexo e o comportamento numérico melhora.

@ Monitore mais que a perda

Registre norma do gradiente, perda de validagdo e norma dos pardmetros. Uma perda que
muda pouco pode indicar convergéncia, taxa pequena demais ou saturagao numérica; os

outros sinais ajudam a distinguir os casos.

6.4.17.8.8 Exercicios

1. Derive Equagdo 6.46 pela regra da cadeia.

2. Converta Equagdo 6.48 para a codificagdo {0, 1}.

3. Implemente a verificacdo por diferencas finitas para w e b.

4. Compare lote completo e minilotes na mesma amostra, usando a mesma quantidade de
épocas.

5. Explique por que padronizar atributos permite usar uma taxa comum com mais seguranca.

6.4.17.9 Método de Newton

O gradiente usa a inclinacao local, mas ignora como essa inclinagdo muda em cada dire¢do. O

método de Newton acrescenta a informacao de curvatura contida na Hessiana.

6.4.17.9.1 Da aproximacio quadratica ao passo

Perto de um ponto w, a expansao de Taylor de segunda ordem ¢

E(w+ d) ~ E(w) + VE(w)Td + %dTH(w)d,

em que H (w) = V2 E(w). Para minimizar essa aproximagdo quadrética em relagdo a d, zeramos

seu gradiente:

VE(w) + H(w)d = 0.
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A dire¢ao de Newton resolve, portanto,

H(w)d = —=VE(w), (6.50)

¢ a atualizacdo ¢

Whovo = W+ 1d, (6.51)

com 77 = 1 no Newton puro. Em cédigo, resolvemos Equacdo 6.50; ndo calculamos H ~*

explicitamente.

Em uma dimensao, essa expressao reduz a

que é o método de Newton aplicado a equagdo E’(w) = 0.

6.4.17.9.2 Gradiente e Hessiana logisticos

Para a matriz homogénea X, temos

~ 1l ~
g=VE(W) = NXT(p —y)

1 - ~
H =V?E(w) = NXTSX,

onde

S =diag (py(1 —p1), -, pn(1 —pn))-

A matriz S atribui peso maior aos exemplos cuja probabilidade esta proxima de 0,5 ¢ peso menor
aos que estdo saturados perto de zero ou um. Se houver regularizagido L,, adicionamos A as
coordenadas penalizadas da Hessiana e Aw ao gradiente.

6.4.17.9.3 Relacao com minimos quadrados reponderados
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A equagdo de Newton pode ser reescrita como um problema de minimos quadrados iterativa-

mente reponderados (IRLS). Defina a resposta de trabalho

r=Xw+S5Yy—p).
O proéximo vetor resolve

2

Whovo = argminHSl/Z(r — XU)H2 .
v
As equagdes normais de 2 sdo
XTSXw, .. = X'Sr,

novo

(6.52)

que equivalem ao passo de Newton. O nome “reponderados” vem do fato de .S mudar a cada

iteracdo conforme mudam as probabilidades.

Na pratica, ndo é necessario formar S como uma matriz N x N. Se s = p(1 — p), multiplicar

por S equivale a multiplicar cada linha ou componente pelo elemento correspondente de s.

6.4.17.9.4 Implementacio com Newton amortecido

O codigo abaixo retne intercepto € pesos em um vetor homogéneo, inclui regularizacio apenas

nos pesos e usa backtracking para evitar passos que aumentem a perda.

import numpy as np

def perda_logistica_logits(X, y, w, lambda_12=0.0):

z=X0w

perda_dados = np.mean(np.logaddexp(0.0, z) - y * z)
return perda_dados + 0.5 * lambda_12 * (w([1:] @ w[1:])

def ajustar_logistica_newton(
X,
Yy

*

b

lambda_12=1e-6,
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max_iter=100,

tolerancia=1e-8,

X

y
Xh = np.column_stack([np.ones(len(X)), X1)

np.asarray(X, dtype=float)

np.asarray(y, dtype=float)

w = np.zeros(Xh.shape[1])
penalidade = np.diag([0.0] + [lambda_12] * X.shape[1])

historico = []

for iteracao in range(l, max_iter + 1):
z=Xh Qw

p = np.empty_like(z)

positivos = z >= 0

plpositivos] = 1 / (1 + np.exp(-z[positivos]))
exp_z = np.exp(z[~positivos])

pl-positivos] = exp_z / (1 + exp_z)

g =%Xh.T @ (p - y) / len(Xh) + penalidade @ w
s=px* (1-p
H=ZXh.T @ (s[:, None] * Xh) / len(Xh) + penalidade

norma_grad = np.linalg.norm(g)

perda_atual = perda_logistica_logits(
Xh, y, w, lambda_ 12

)

historico.append(perda_atual)

if norma_grad <= tolerancia:

return w, historico, True

try:
direcao = np.linalg.solve(H, -g)
except np.linalg.LinAlgError:
direcao = np.linalg.lstsq(H, -g, rcond=None) [0]
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# Backtracking: aceite um passo que reduza a perda.
passo = 1.0
derivada_direcional = g @ direcao
while passo > le-12:

candidato = w + passo * direcao

perda_nova = perda_logistica_logits(

Xh, y, candidato, lambda_12
)
if perda_nova <= (

perda_atual + le-4 * passo * derivada_direcional

break
passo *= 0.5
else:

return w, historico, False
w = candidato

return w, historico, False

A condi¢do usada no backtracking ¢ uma forma da condicdo de Armijo. Ela exige reducgao

suficiente, nao apenas qualquer diminui¢do minuscula.

6.4.17.9.5 Por que adicionar amortecimento?

Longe do minimo, a aproximag¢ao quadratica pode ser ruim. Uma Hessiana quase singular

também pode produzir um passo enorme. Ha trés mecanismos comuns:

* usar 77 < 1 por busca linear;
* adicionar I a Hessiana, como em métodos de regido de confianga;

* usar regularizacdo estatistica, que também melhora o condicionamento.

Newton com busca linear preserva a rapidez local sem presumir que todo passo unitario seja

seguro.

6.4.17.9.6 Custo computacional

Se p = d + 1 é o numero de parametros, calcular gradiente ¢ Hessiana densa custa aproximada-

mente O(Np?), e resolver o sistema custa O(p>). A memoria da Hessiana ¢ O(p?).

O gradiente descendente evita a Hessiana e custa aproximadamente O( N'p) por iteragdo. Newton
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costuma usar menos iteragdes, mas cada uma ¢ mais cara. Para muitos parametros, métodos

quase-Newton como L-BFGS aproximam a curvatura sem armazenar a Hessiana completa.

6.4.17.9.7 Newton, Fisher scoring e IRLS

Em modelos lineares generalizados, Fisher scoring substitui a Hessiana observada pela in-
formacdo de Fisher esperada. Para a regressao logistica Bernoulli com ligagdo candnica, as
matrizes relevantes coincidem na forma usual, e o algoritmo ¢ frequentemente descrito tanto

como Newton—Raphson quanto como IRLS.

6.4.17.9.8 Convergéncia local

Perto de um minimo estrito, com Hessiana ndo singular e regularidade suficiente, Newton pode
apresentar convergéncia quadratica: o erro ¢ aproximadamente elevado ao quadrado de uma
iteragdo para a seguinte. Essa ¢ uma propriedade local. Ela ndo garante que uma inicializagao

arbitraria aceite sempre passos unitarios nem resolve separacao perfeita.

Probabilidades saturadas exigem cuidado

Quando p,, estd numericamente em zero ou um, p,, (1 —p,, ) pode se tornar zero e a Hessiana
perde informag¢do naquela observagdo. Regularizacao, calculo estavel e amortecimento

ajudam; recortar probabilidades sem documentar pode mascarar o problema.

6.4.17.9.9 Verificacoes

Confirme que g'd < 0 para uma direciio de descida.
Verifique que a perda aceita pelo backtracking nao aumenta.
Monitore o nimero de condigao de H.

Compare o resultado com um otimizador de biblioteca.

M e

Teste uma base perfeitamente separdvel com e sem regularizacao.

6.4.17.9.10 Exercicios

1. Derive a Hessiana a partir de Equagdo 6.47.
2. Mostre a equivaléncia entre Equacao 6.50 e
2.
3. Explique por que ndo devemos formar S explicitamente.
4. Compare custos de uma iteracio de Newton e de gradiente para N = 10° e p = 100.
5. Modifique o cédigo para penalizar também o intercepto e discuta por que essa ndo ¢ a

convengao usual.
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6.4.17.10 Método do Maximo Declive

O método do maximo declive, ou gradiente descendente, escolhe em cada iteragdo a direcao

oposta ao gradiente. Para uma direcao unitaria v, a derivada direcional ¢

D,E(w) = VE(w)"v.

Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz,

—IVEw)l; < VE(w) v < [VE(w)|,.

O menor valor ocorre em

~ VE(w)
IVE(w)lly

v =

Assim, na geometria euclidiana dos parametros, o gradiente negativo ¢ a direcao de queda

local mais rapida. A atualizagdo usual absorve a normalizagdo na taxa de aprendizado:

wk ) = *) —n VE(w®). (6.53)

O gradiente aponta perpendicularmente as curvas de nivel. Quando essas curvas sdo muito

alongadas, a trajetoria pode atravessar repetidamente o vale e formar um zigue-zague.
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tro wo

inicio .
CUrvas alohgadas.causam zigue-zague.

parame

inimo

parametro wi:

Figura 6.15: O maximo declive cruza as curvas de nivel na direcio perpendicular local, podendo
oscilar em vales alongados.

6.4.17.10.1 “Mais ingreme” depende da escala

Se substituimos um atributo medido em metros pelo mesmo atributo em milimetros, a fungao
preditiva pode representar a mesma relagdo, mas a geometria do espago de parametros muda.
Consequentemente, a dire¢do euclidiana de maximo declive também muda. Padronizacao e

pré-condicionamento reduzem esse problema.

Newton pode ser interpretado como um passo de gradiente corrigido pela curvatura:

ewton ~—

Em vez de tratar todas as dire¢cdes com a mesma escala, a Hessiana reescala o gradiente conforme

a curvatura local.

6.4.17.10.2 Como escolher o tamanho do passo?
Ha trés abordagens comuns:

* taxa fixa: simples, mas exige ajuste;
+ agenda de decaimento: reduz 7);, ao longo das iteragdes;

* busca linear: escolhe um passo que produza redugao suficiente.

Para regressao logistica sem regularizacao, a Hessiana satisfaz
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pois p,,(1 — p,,) < 1/4. Portanto, a menor constante de Lipschitz L, satisfaz

gra

BYE
Lgrad < AN = Lcota'
Com penalidade L, de intensidade )\, acrescentamos aproximadamente A a cota nas diregdes

penalizadas. Um passo y < 1/L,,, fornece uma escolha conservadora para redugdo monotdnica

cota

no problema convexo ¢ suave.

Calcular || X |, exatamente pode ser caro; busca linear ou estimativas sdo alternativas praticas.

6.4.17.10.3 Busca linear por backtracking

Se g = VE(w) e d = —g, a condi¢do de Armijo aceita 17 quando

E(w+nd) < E(w) + cng'd, 0<c<l. (6.54)

Como g'd = —||g||* < 0, o lado direito exige uma redugio proporcional ao passo e a inclinagdo.

def passo_backtracking(
perda,
W,
gradiente,

*

b
passo_inicial=1.0,
contracao=0.5,

armijo=le-4,

direcao = -gradiente
valor = perda(w)
derivada_direcional = gradiente @ direcao

passo = passo_inicial

while passo > le-12:
candidato = w + passo * direcao
if perda(candidato) <= (

valor + armijo * passo * derivada_direcional
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return passo

passo *= contracao

raise RuntimeError("a busca linear n&do encontrou um passo")

A busca comega com um passo candidato e o reduz geometricamente. Ela realiza avaliagdes

extras da perda, mas evita escolher previamente uma taxa adequada para toda a trajetoria.

6.4.17.10.4 Algoritmo completo
inicialize w
repita:
calcule perda E(w) e gradiente g
se |lgl| satisfaz a tolerdncia: pare
escolha por taxa fixa, agenda ou busca linear
WeEW g

até atingir o limite de iteracgdes

Para minilotes, a busca linear ¢ menos direta porque a perda estimada € ruidosa. Nesse caso,

agendas de taxa e otimizadores adaptativos sao mais comuns.

6.4.17.10.5 Convergéncia

Convexidade garante que um ponto estacionario finito ¢ global, mas ndo garante unicidade nem
existéncia de minimizador finito em separacgao perfeita. Sob suavidade e um passo apropriado,
o gradiente descendente converge. Para fungdes fortemente convexas, como frequentemente
ocorre com regularizagdo L, e posto adequado, a convergéncia pode ser linear em fungdo do

numero de iteragoes.

O termo “linear” aqui descreve a taxa de convergéncia geométrica do erro, ndo o fato de o modelo

usar uma pontuacao linear.

6.4.17.10.6 Maximo declive versus Newton

Aspecto Maximo declive Newton

derivadas gradiente gradiente e Hessiana

memoria adicional O(d) O(d?) para Hessiana densa

custo tipico por iteraggdo ~ O(Nd) O(Nd? + d?)

sensibilidade a escala alta menor, pela correcdo de curvatura
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Aspecto Maximo declive Newton
uso com minilotes natural menos comum na forma exata
velocidade perto do 6timo  mais lenta potencialmente quadratica

1 Descida local, objetivo global

A direcdo —g ¢ definida por uma aproximagao local. A convexidade ¢ o que permite
relacionar essa movimentac¢ao local ao minimo global, desde que o tamanho do passo e as

demais condi¢des sejam adequados.

6.4.17.10.7 Exercicios

1. Use Cauchy—Schwarz para demonstrar a dire¢ao de maximo declive.

2. Mostre que g" (—g) = —|g|>.

3. Explique como multiplicar um atributo por 1 000 altera o caminho do gradiente descen-
dente.

4. Implemente Equagdo 6.54 e registre quantas reducdes de passo ocorrem por iteragao.

5. Compare uma taxa fixa, backtracking e Newton na mesma amostra.

6.4.18 Computacao

Esta secdo transforma as derivacdes anteriores em um fluxo computacional completo. O objetivo
ndo ¢ apenas obter um vetor de pesos, mas produzir um artefato reproduzivel que preserve

pré-processamento, parametros, limiar e informagdes de convergéncia.
Compararemos duas implementagdes didaticas:

1. Newton amortecido, adequado a bases densas de dimensao moderada;

2. gradiente descendente, simples e adaptavel a grandes volumes de dados e minilotes.

Em aplicagdes reais, bibliotecas consolidadas oferecem métodos quase-Newton, regularizacao,
ponderacao de classes e verificagdes numéricas adicionais. Implementar do zero ¢ util para

compreender o algoritmo, ndo para substituir automaticamente essas bibliotecas.

6.4.18.1 Contrato dos dados

Adotaremos

X eRN 4 e {01}V,
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Cada linha de X é um exemplo; cada coluna ¢ um atributo. Antes do ajuste, verificamos:

* mesmo numero de linhas em X e entradas em y;
» somente valores finitos;
» exatamente dois rotulos, codificados como zero e um;

» presenca de exemplos suficientes para a avaliagdo planejada.

Valores ausentes exigem uma politica explicita. Remover linhas, preencher valores ou criar
indicadores de auséncia sdo decisdes de modelagem e devem ser ajustadas somente com os dados

de treinamento.

6.4.18.2 Divisao e pré-processamento

Para classificacdo, a divisdo deve preservar aproximadamente a proporg¢do das classes quando
possivel. O fluxo correto é:

dados brutos
treino - ajustar imputagdo/padronizagdo - ajustar modelo
validagdo -+ aplicar transformagdes do treino -+ escolher hiperparametros

teste —+ aplicar transformagdes do treino - avaliagdo final tnica

Padronizagao ¢ particularmente util para regularizacao e gradiente descendente. O intercepto

ndo ¢ padronizado nem normalmente penalizado.

6.4.18.3 Saidas de um treinamento

Uma rotina deve devolver mais que os coeficientes. Um resultado minimo pode ser representado

por:

from dataclasses import dataclass

import numpy as np

@dataclass

class Resultadologistico:
pesos: np.ndarray
intercepto: float
convergiu: bool
iteracoes: int

motivo_parada: str
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perdas: list([float]

normas_gradiente: list[float]

O motivo da parada diferencia convergéncia, limite de iteragdes, busca linear malsucedida e
problema numérico. Silenciar essa diferenca pode levar um sistema a publicar parametros

incompletamente ajustados.

6.4.18.4 API de predicao

Devemos separar pontuacao, probabilidade e classe:

def pontuacao(X, pesos, intercepto):

return np.asarray(X, dtype=float) @ pesos + intercepto

def probabilidade positiva(X, pesos, intercepto):
z = pontuacao(X, pesos, intercepto)
p = np.empty_like(z)
positivos = z >= 0
plpositivos] = 1 / (1 + np.exp(-z[positivos]))
exp_z = np.exp(z[~positivos])
pl~positivos] = exp_z / (1 + exp_z)

return p

def prever_classe(X, pesos, intercepto, limiar=0.5):
if not 0 < limiar < 1:
raise ValueError("o limiar deve estar entre zero e um")
return (
probabilidade positiva(X, pesos, intercepto) >= limiar

) .astype(int)

Essa separacdo impede que uma alteragcdo de limiar seja confundida com novo treinamento e

permite avaliar calibragdo usando as probabilidades.

6.4.18.5 Métricas complementares

A log-loss avalia probabilidades. Ap6s escolher um limiar, a matriz de confusdo permite calcular

precisao e revocagao:
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VP VP

precisdo = VP L FP revocagdo = VP FN'

Quando um denominador ¢ zero, a implementagdo deve definir o comportamento em vez de
produzir silenciosamente um valor enganoso. Para bases desbalanceadas, acurécia isolada pode

ocultar falha completa na classe rara.
Também devemos inspecionar:

* log-loss em treino, validacao e teste;

 curva ROC ou precisdo-revocacdo, conforme a aplicacao;
* calibragdo das probabilidades;

* métricas por subgrupo relevante;

+ estabilidade sob mudanga temporal ou operacional.

6.4.18.6 Reprodutibilidade

Registre versdo dos dados, divisdo, semente, transformacdes, intensidade de regularizacao,
algoritmo, tolerancias e limite de iteracdes. Para os métodos deterministicos em lote apresentados

aqui, a semente pode afetar a divisdo dos dados, mesmo quando ndo afeta a otimizagao.

! O conjunto de teste ndo escolhe o algoritmo

Comparar Newton, gradiente, regularizagao ou limiares repetidamente no teste transforma
esse conjunto em validacao. Escolha configuragdes na validagao e use o teste apenas para a

estimativa final.

6.4.18.7 Pelo Método de Newton

A forma computacional correta do passo de Newton ¢

H,d, = —g,, ajtﬂ = 7:Ut + nydy,

em que g, e [, sdo o gradiente e a Hessiana no estado atual. Observe o sinal negativo: somar

H;'g, moveria, em geral, para a direcdo errada.

6.4.18.7.1 Pseudocodigo

entrada: X, y, , tolerdncias e limite de iteragdes
adicione a coluna de intercepto a X

inicialize w
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para t = 0, 1,
z « Xw
p + sigmoide_estavel(z)
g+ X(p - y)/N + gradiente_da_penalidade
H « X diag(p(1-p)) X/N + Hessiana_da_penalidade

se |lgl| for suficientemente pequena:

devolva convergéncia

resolva Hd = —g
escolha por backtracking

weewt+ d

se a variagdo relativa da perda for pequena:

devolva convergéncia

devolva limite_de_iteracdes

O intercepto corresponde a primeira coordenada de w. Para ndo penaliza-lo, usamos uma matriz

diagonal de regularizagdo cujo primeiro elemento ¢ zero.

6.4.18.7.2 [Inicializacao

O vetor nulo ¢ uma escolha vélida e deterministica. Nesse ponto, todas as probabilidades valem
0,5. Quando a classe positiva ¢ rara, podemos inicializar apenas o intercepto com a prevaléncia

suavizada:

n, + o
by = In X,
ng +«
em que 1, € 1 sdo as contagens das classes e a > 0 evita logaritmo de zero. Os pesos comegam
em zero.
Inicializagdo aleatdria ndo € necessaria para quebrar simetria em uma Unica regressao logistica e

dificulta reproduzir resultados sem oferecer beneficio automatico.

6.4.18.7.3 Solucao do sistema

Nunca forme H~!. Resolva
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direcao = np.linalg.solve(H, -gradiente)

Quando a matriz ¢ simétrica positiva definida, uma fatoracdo de Cholesky ¢ apropriada. Se o
sistema estiver singular ou quase singular, verifique posto, escala, separagdo e regularizagao;

recorrer silenciosamente a pseudoinversa pode ocultar um problema de modelagem.

O sistema também pode ser resolvido sem materializar a Hessiana em problemas grandes, usando

produtos Hessiana—vetor e métodos como gradientes conjugados.

6.4.18.7.4 Critérios combinados

Uma implementacao robusta pode declarar convergéncia quando pelo menos uma destas condi-

¢oOes, devidamente escalada, ¢ satisfeita:

l9:lloe < €45

|Ey g — By
— < gE’
max(1, |E,|)

[@es1 — @il

max(1, @) —

O limite maximo permanece obrigatdrio. Uma perda “suficientemente pequena” ndo ¢ um bom
critério universal: com ruido, o 6timo pode estar longe de zero; em separagdo perfeita, perseguir

perda quase zero pode fazer os coeficientes divergir.

6.4.18.7.5 Exemplo numérico

Considere um unico atributo:

X
y

np.array([[-2.0], [-1.0], [0.5], [1.0], [2.0]1)
np.array([0.0, 0.0, 0.0, 1.0, 1.0])

Com A = 0,1 nos pesos ¢ inicializa¢ao zero, Newton produz uma sequéncia como:

iteracao perda penalizada norma do gradiente
0 0,6931 0,5590
1 valor menor norma menor
2 aproximagcao refinada proxima de zero
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Os valores exatos dependem da normaliza¢ao da penalidade e da regra de passo. A propriedade

importante ¢ que cada passo aceito pelo backtracking reduz a funcao objetivo.

Podemos verificar a solugdo final por trés condi¢des:

V4

%

Xh @ w_final

1/ (1 + np.exp(-2))

gradiente = Xh.T @ (p - y) / len(Xh) + penalidade @ w_final

assert np.linalg.norm(gradiente) < le-6

assert all(

atual <= anterior + 1le-12

for anterior, atual in zip(perdas, perdas[1:])

)

assert np.all(np.isfinite(w_final))

6.4.18.7.6 Diagnostico de falhas

Sintoma

Causa provavel

Acédo

sistema singular

perda aumenta
coeficientes crescem sem
parar

valor nao finito na perda

convergéncia lenta

validacao piora

colunas redundantes ou pesos
saturados

passo unitario inadequado ou
erro no gradiente

separacao perfeita

exponencial ou logaritmo
instavel
condicionamento ruim

sobreajuste

verificar posto e regularizar

usar backtracking e checar
derivadas

regularizar e monitorar norma

trabalhar diretamente com
logits

padronizar e revisar atributos
regularizagdo e seleg¢do por

validagao

6.4.18.7.7 Custo e escolha do método

Newton ¢ atraente quando o nimero de parametros ¢ moderado e a matriz cabe confortavelmente

na memoria. Se d for grande, armazenar e fatorar uma Hessiana densa pode dominar o custo.

Nessa situagao, L-BFGS, gradiente estocastico ou Newton truncado podem ser melhores.
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@ Compare com uma implementagio de referéncia

Em testes, compare probabilidades, perda e gradiente com uma biblioteca consolidada
usando a mesma regularizacao e convencao de intercepto. Coeficientes podem diferir se as

bibliotecas normalizam a penalidade de maneiras distintas.

6.4.18.7.8 Exercicios

Corrija o pseudocodigo se a fungdo objetivo for a soma, e ndo a média, das perdas.
Implemente os trés critérios relativos de parada.
Force duas colunas idénticas e observe o sistema sem regularizagao.

Compare inicializagdo nula e intercepto pela prevaléncia.

A e

Registre passo aceito, condi¢do da Hessiana e norma dos pesos em cada iteragao.

6.4.18.8 Pelo Método do Maximo Declive

A implementacao em lote usa o gradiente completo

]- T ~
9t = NXT(pt —y) + ARW,,
em que R = diag(0, 1, ..., 1) deixa o intercepto sem penalidade. A atualiza¢do ¢

Wiy = Wy — MGy

N&o normalizamos obrigatoriamente g,. Na forma —g, /| ¢,||, todos os passos teriam comprimento
7, descartando a informagdo de que o gradiente pequeno pode indicar proximidade do 6timo. A

versao nao normalizada ¢ a conven¢ao mais comum.

6.4.18.8.1 Pseudocodigo

entrada: X, y, , taxa ou busca linear, tolerdncias, max_iter
adicione a coluna de intercepto
inicialize w
para t = 0, 1,
calcule perda E(w) e gradiente g

registre perda e |lgl|

se |lgl| satisfaz a tolerdncia:
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devolva convergéncia

escolha

candidato « w - g

se candidato ndo é finito:

devolva falha numérica

atualize w

verifique variagdo relativa e limite de iteragdes

devolva o Gltimo estado com motivo da parada

6.4.18.8.2 Implementacio em lote

import numpy as np

def objetivo_e_gradiente(Xh, y, w, lambda_12):
z =Xh @ w

perda = np.mean(np.logaddexp(0.0, z) - y * z)

perda += 0.5 * lambda_12 * (w[1:] @ w[1:])

p = np.empty_like(z)

positivos = z >= 0

plpositivos] = 1 / (1 + np.exp(-z[positivos]))

exp_z = np.exp(z[~positivos])

pl~positivos] = exp_z / (1 + exp_z)

gradiente = Xh.T @ (p - y) / len(Xh)
gradiente[1:] += lambda_12 * w[1:]

return perda, gradiente

def ajustar_logistica_gradiente(
X,
Yy
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*

lambda_12=1e-4,
taxa=0.1,
max_iter=10_000,
tolerancia_grad=le-7,

tolerancia_perda=1e-10,

X

y
Xh = np.column_stack([np.ones(len(X)), XI)

np.asarray(X, dtype=float)

np.asarray(y, dtype=float)

w = np.zeros(Xh.shape[1])
perdas = []
(]

perda_anterior = None

normas

for iteracao in range(l, max_iter + 1):
perda, gradiente = objetivo_e_gradiente(
Xh, y, w, lambda_12
)
norma = np.linalg.norm(gradiente)
perdas.append(float (perda))

normas . append (float (norma))

if not np.isfinite(perda) or not np.all(

np.isfinite(gradiente)

motivo = "valor ndo finito"

break

if norma <= tolerancia_grad:
motivo = "norma do gradiente"

return w, perdas, normas, True, motivo

if perda_anterior is not None:
variacao = abs(perda - perda_anterior)
escala = max(1.0, abs(perda_anterior))

if variacao / escala <= tolerancia_perda:
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motivo = "variacgdo relativa da perda"

return w, perdas, normas, True, motivo

w —= taxa * gradiente
perda_anterior = perda
else:

motivo = "limite de iteracgdes"

return w, perdas, normas, False, motivo

Essa versdo usa taxa fixa. Ela € apropriada para estudo, mas deve verificar se a perda real-
mente diminui. Podemos substituir a linha de atualiza¢do pela busca de Armijo apresentada

anteriormente.

6.4.18.8.3 Validacao das entradas

Antes do treinamento, acrescente verificagoes:

def validar_classificacao_binaria(X, y):

if X.ndim != 2:
raise ValueError ("X deve ser bidimensional")

if y.ndim != 1 or len(X) != len(y):
raise ValueError("y deve ter um rétulo por exemplo")

if len(X) ==
raise ValueError("a amostra ndo pode ser vazia")

if not np.all(np.isfinite(X)) or not np.all(np.isfinite(y)):
raise ValueError("os dados devem ser finitos")

if not np.all(np.isin(y, (0, 1))):

raise ValueError("os rétulos devem pertencer a {0, 1}")

Uma amostra contendo apenas uma classe ainda pode ser aceita matematicamente, mas exige

interpretacdo cuidadosa e geralmente ndo permite avaliagdo discriminativa util.

6.4.18.8.4 Exemplo reproduzivel

X = np.array([

[-2.0, 0.2],
[-1.5, -0.4],
[-0.5, 0.3],
[ 0.4, -0.2],
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[ 1.0, 0.5],
[ 1.8, -0.1],
D
y = np.array([0, O, O, 1, 1, 1], dtype=float)

w_homogeneo, perdas, normas, convergiu, motivo = (
ajustar_logistica_gradiente(
X,
P
lambda_12=0.01,
taxa=0.2,

max_iter=5_000,

intercepto = w_homogeneo [0]
pesos = w_homogeneo[1:]
probabilidades = probabilidade_positiva(

X, pesos, intercepto

print("convergiu:", convergiu, "-", motivo)
print("perda inicial/final:", perdas[0], perdas[-1])
print ("probabilidades:", probabilidades)

Verificagoes uteis:

assert np.all(np.isfinite(w_homogeneo))
assert perdas[-1] <= perdas[0]
assert np.all((probabilidades >= 0) & (probabilidades <= 1))

Comparar apenas a perda final com a inicial € uma condi¢do fraca: uma execu¢ao pode terminar
melhor que comegou e ainda oscilar muito. Para taxa fixa em lote, inspecione toda a sequéncia

ou use busca linear.

6.4.18.8.5 Minilotes
Para minilotes, selecione indices, calcule o gradiente apenas no bloco e atualize imediatamente:
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rng = np.random.default_rng(42)

for epoca in range(max_epocas):

indices = rng.permutation(len(Xh))

for inicio in range(O, len(Xh), tamanho_lote):
lote = indices[inicio:inicio + tamanho lote]
_, gradiente = objetivo_e_gradiente(
Xh[lote], y[lote], w, lambda_12
)

w —-= taxa * gradiente

Hé uma sutileza na regularizagao: se a fun¢do de lote adiciona a penalidade completa em
cada minilote, a quantidade efetiva de regularizagdao por €poca depende do nimero de lotes
e da convengdo de taxa. Bibliotecas definem cuidadosamente a normaliza¢do; ao comparar

implementagdes, confira se A possui 0 mesmo significado.

6.4.18.8.6 Monitoramento
Um gréfico util contém perda de treino e validagdo por época. Ha trés padrdes tipicos:

+ ambas diminuem: o ajuste ainda melhora;
* treino diminui e validagcdo aumenta: possivel sobreajuste;

» ambas oscilam ou divergem: taxa alta, dados mal escalados ou erro de implementagao.

Parada antecipada escolhe o estado de menor perda de validagao, ndo necessariamente o ultimo.

Como no Pocket, € preciso copiar os parametros ao guardar o melhor estado.

6.4.18.8.7 Escolha do limiar

O treinamento da log-loss ndo determina automaticamente o limiar de decisdo. Depois de ajustar
o modelo:

1. gere probabilidades na validacdo;

2. avalie candidatos a limiar segundo o custo ou métrica desejada;
3. fixe o limiar;
4,

avalie uma unica vez no teste.

Se o custo de falso positivo ¢ Crp e o de falso negativo ¢ C', sob condigdes simples e

probabilidades calibradas, a decisdo de menor custo prevé positivo quando
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Crp
p(r) > — .
) Cpp+Cpn

Custos, prevaléncia e agdes reais precisam ser definidos com os responsaveis pela aplicagao.

6.4.18.8.8 Comparacao final dos métodos

Critério Newton amortecido Gradiente em lote
parametros moderados geralmente eficiente funciona, com mais iteragdes
muitos atributos Hessiana pode ser proibitiva ~ memoria menor

taxa de aprendizado busca de passo ainda 1til escolha central

curvatura usada explicitamente ignorada

minilotes ndo natural na forma exata natural

implementagdo mais complexa mais simples

diagnéstico essencial condicdo da Hessiana escala e taxa

6.4.18.8.9 Recapitulacio da regressao logistica

A pontuagdo linear modela log-odds.

A sigmoide converte pontuagcdo em probabilidade.

A entropia cruzada vem da verossimilhanga Bernoulli.

O gradiente ¢ X (p — y)/N.

A Hessiana é XTSX/N.

Regularizagao controla coeficientes e melhora condicionamento.

Probabilidade, classe e acdo sdo saidas conceitualmente distintas.

S B

Convergéncia de treino nao substitui validagdo, calibragao e anélise por subgrupo.

! Do modelo ao sistema

Um classificador em producao inclui dados, transformacao, parametros, calibracdo, limiar,
tratamento de entradas invalidas e monitoramento. Salvar apenas o vetor de pesos nao

preserva o comportamento completo.

6.4.18.8.10 Exercicios integradores

1. Execute Newton e gradiente na mesma divisdo e compare perdas, iteragdes e tempo.
2. Produza uma amostra separavel e observe os coeficientes sem regularizagao.
3. Selecione um limiar que maximize revocag¢ao sob uma precisdo minima.

4. Construa um diagrama de calibragdo em dez faixas de probabilidade.
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5. Simule mudanca de prevaléncia no teste e observe acuracia, precisdo, revocacao e calibra-
¢ao.
6. Explique por que escolher o limiar no teste invalida sua funcao de avaliagao final.

6.5 Exercicios de multipla escolha

Assinale uma alternativa em cada questdo e confira depois as justificativas.

1. No perceptron com rétulos y € {—1,+1}, um exemplo esta corretamente classificado

quando:

a. y(w'x+b) > 0.
b. y(w'x+b) < 0.
c. w = 0 para qualquer entrada.

d. b é necessariamente positivo.

2. Ao encontrar um exemplo mal classificado, a atualizacao basica do perceptron para os

pesos ¢é:

a. W<— W — nyx.
b. w < w -+ nyx.
c. W nw?,

d w«x—u.

3. Oteorema de convergéncia do perceptron garante término em nimero finito de atualiza¢des

quando os dados sdo:

a. linearmente separaveis com margem positiva.
b. sempre ndo separaveis.
c. produzidos por regressao.

d. normalizados, independentemente dos rotulos.
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4. O algoritmo Pocket ¢ util principalmente porque:

a. transforma qualquer problema em separavel.
b. guarda a melhor solug@o observada durante a execugao.
c. calcula probabilidades perfeitamente calibradas.

d. dispensa um critério de parada.
5. Naregressdo linear por minimos quadrados, a condi¢ao de ortogonalidade dos residuos ¢é:

a. XT(Xw—y)=0.

d XTX =0.

6. Por que solve ou uma fatoragdo QR costuma ser preferivel a calcular explicitamente
(XTX)"1?

a. Porque evita toda multiplicacgao.
b. Porque tende a oferecer maior estabilidade numérica.
c. Porque elimina a necessidade de dados.

d. Porque sempre produz coeficientes inteiros.
7. O coeficiente de determinacio R? compara o erro do modelo com:

a. um preditor de referéncia baseado na média da saida.
b. a quantidade de classes.
c. o maior valor singular de X.

d. o erro de classificacdo zero—um.

8. A funcao logistica transforma uma pontuacao real em um valor no intervalo:
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a. (—oo, +00).

b. [-1,1].
c. (0,1).
d. [0, 400).

9. Na regressao logistica binaria, escolher um limiar de decisdo diferente de 0,5:

a. ¢ impossivel matematicamente.

b. pode alterar o compromisso entre falsos positivos e falsos negativos.

c. modifica obrigatoriamente os pesos ja treinados.

d. torna todas as probabilidades iguais.
10. Em comparagao com o maximo declive, o método de Newton utiliza:

a. somente o sinal dos rétulos.

b. informagao de segunda ordem por meio da Hessiana.

c. uma taxa de aprendizado sempre igual a zero.

d. apenas uma observacao do conjunto.

1 Gabarito comentado

[a—

. a. O produto positivo indica que a pontuagdo possui o0 mesmo sinal do rétulo.

N

. b. A parcela nyx desloca a pontuacdo do exemplo na dire¢do correta.

98]

. a. Separabilidade com margem sustenta a cota de atualizagdes; isso ndo ¢ garantia de
generalizagao.
4. b. Em dados nao separaveis, os pesos correntes podem piorar; o Pocket preserva a

melhor configuragdo encontrada.

9]

. a. Nas equagdes normais, o residuo ¢ ortogonal ao espaco coluna de X.
6. b. Formar a inversa e as equagdes normais pode ampliar erros de ponto flutuante e
piorar o condicionamento.

7. a. R? mede a redugao relativa da soma de quadrados frente a previsdo constante pela
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média.

8. c. Para toda entrada real finita, a sigmoide produz valor estritamente entre 0 e 1.

9. b. O limiar converte probabilidade em agdo e deve refletir custos e requisitos da
aplicacao.

10. b. A Hessiana descreve a curvatura local e permite construir um passo de Newton.
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Capitulo 7

Transformacao Linear

Modelos lineares combinam atributos por uma soma ponderada. Essa simplicidade favorece
interpretacdo e otimizagdo, mas uma fronteira linear no espago original ndo representa todos os

padrdes. O XOR e uma classe cercada por outra sdo exemplos imediatos.

Podemos ampliar a classe de fungdes sem abandonar os algoritmos lineares transformando a

representacdo de cada entrada:

¢: X — Z, x> o(x).

O modelo passa a calcular

hy(2) = ho(wTé(x)), (7.1)

em que h pode ser o sinal, a identidade ou a sigmoide. O modelo ¢ linear nos atributos

transformados e nos parametros w, embora seja nao linear em relagdo a entrada original.

1 O nome do capitulo

Neste contexto, “linearizacao” significa representar uma relagdo nao linear por um modelo

linear em novas caracteristicas. O mapa ¢ ndo precisa ser uma transformacao linear no

sentido estrito da algebra linear; mapas polinomiais, por exemplo, sdo nao lineares.
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7.1 Visao geral da transformacio de atributos

7.1.1 Exemplo radial

Considere pontos no plano rotulados pela distancia a origem:
)= +1, 2?4+ a3 <r?,
—1, 23 +23>r2

Nenhuma reta separa a regido interna da externa. Entretanto, com

(1, 29) = x% + 5‘7%7

o problema torna-se unidimensional: basta comparar ¢(x) com o limiar 72.

Espaco original (xi, x2) Atributo @(x)=x:2+x?
P
%
[ ®
. _>_
@
@
0000 %%
x x
limiar linear em @(x)

fronteira n&o linear

Figura 7.1: Uma fronteira circular no espago original torna-se um limiar linear apds a transfor-
magao radial.

Nao precisamos inverter ¢ depois do treinamento. Para prever um novo exemplo x, calculamos

¢(x) e aplicamos o modelo aprendido. A saida continua se referindo ao exemplo original.

7.1.2 Transformacio da amostra

Para

D={(z1,91), (TN, yn)}
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a amostra transformada ¢

O(D) = {(¢(21),41), 5 (¢(N), yn) }-

Os rotulos ndo mudam. O algoritmo linear recebe ¢(x,,) como seus atributos e escolhe

| N
w* € arg min i nz::l U(ho(wT(z,))s Yy ) - (7.2)

w

A hipétese final no dominio original é a composigdo h,,. = hg o (w*T¢).

7.1.3 Exemplo polinomial

Para duas entradas, um mapa quadratico completo pode ser

¢($1a$2> = (179517952795%733135273:%) .

Uma pontuagdo linear em ¢(x) é

Wy + Wy Ty + WaTy + WaTF + WyTq Ty + W5T3,

um polindmio quadratico no espacgo original. Dependendo dos coeficientes, sua fronteira de nivel
pode ser elipse, parabola, hipérbole ou um caso degenerado.

7.1.4 O que permanece linear?

E 1til distinguir trés espagos:

Espaco Objeto  Pode ser nao linear?

entrada original x sim, a fronteira pode ser curva
caracteristicas  ¢(x) o mapa pode ser ndo linear
parametros w'¢(x) ¢ linear em w

Essa ultima linearidade permite reutilizar Perceptron, minimos quadrados e regressao logistica

sem mudar sua estrutura matematica.
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7.1.5 A transformacao faz parte do modelo

Treino, validagdo, teste e produgdo devem usar exatamente o mesmo mapa. Se ¢ depende de
parametros estimados — médias, desvios, categorias, componentes principais — esses parametros

devem ser aprendidos apenas no treino e armazenados com o modelo.

import numpy as np

def mapa_quadratico(X):
"""Transforma uma matriz com duas colunas."""
x1 = X[:, 0]
x2 = X[:, 1]
return np.column_stack([
np.ones(len(X)),
x1,
X2,
x1%%2,
x1 * x2,
X2%%2

D

Aplicar transformagoes diferentes entre treinamento e predi¢do ¢ um erro de contrato de dados,

mesmo quando as dimensdes coincidem.

7.1.6 Capacidade e custo

Transformar pode facilitar o ajuste, mas aumenta a capacidade da classe. Para d atributos, o

numero de monomios de grau até q ¢

d+q
q

Comd = 100e q = 2,ja sdo (122) = 5 151 caracteristicas incluindo o termo constante. Isso

aumenta memdaria, tempo e risco de sobreajuste.

Regularizacdo e validagdo tornam-se especialmente importantes. Uma transformagao que reduz

o erro de treinamento pode piorar o erro fora da amostra.
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7.1.7 Transformacoes explicitas e implicitas
Hé duas estratégias:

« explicita: calcular e armazenar ¢(z);

« implicita: calcular apenas produtos ¢(x)"¢(z") por meio de um nucleo (kernel).

O artificio do nucleo sera util quando a dimensao de Z for muito grande ou até infinita, desde

que o algoritmo dependa dos dados por produtos escalares.

7.1.8 Limitacoes

* A transformac¢do adequada depende da estrutura do problema.

* Muitas caracteristicas podem amplificar ruido e redundancia.

* Polinomios de grau alto podem extrapolar de forma extrema.

* Um mapa fixo pode ndo capturar invariancias relevantes.

* Interpretar coeficientes transformados exige considerar toda a composi¢ao, ndo pesos

isolados.

7.1.8.1 Questoes iniciais

1. Em que sentido Equagdo 7.1 ¢ linear e em que sentido pode ser ndo linear?

2. Por que néo precisamos calcular ¢! para fazer previsdes?

3. Quantos monomios de grau até dois existem para d = 10?

4. Dé um exemplo de transformagao que dependeria de estatisticas do treino e poderia causar
vazamento de dados.

5. Explique por que melhorar o ajuste ndo prova melhora de generalizacao.

7.2 Linearizar Elipses em torno da origem

Suponha que os exemplos positivos ocupem o interior de uma elipse centrada na origem e
os negativos fiquem do lado de fora. No plano original, a fronteira ¢ curva e ndo pode ser

representada por um unico Perceptron linear nos atributos (x, 5 ).

Uma elipse alinhada aos eixos, com semieixos a, b > 0, satisfaz

2 2
Ty | X3
2 + 2o 1. (7.3)

Para um circulo de raio r, temos a = b = r e a equagio ¢ 27 + x3 = 7. O quadrado no raio ¢

indispensavel.
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7.2.1 Da elipse a reta

Defina
2 2

(1, x9) = (21,29) = (27, 23).

No espago transformado, Equagdo 7.3 torna-se

que ¢ a equacdo de uma reta. A classifica¢do “interior positivo” pode ser escrita como

2 2
o Ly 23
h(x) = sinal (1 —a b2> : (7.4)

No vetor homogéneo

T

<x> = (17 33%, 3:%),

0S pesos sao

1 1
w = (17 _ﬁa _b_2> )

e Equagdo 7.4 assume a forma linear h(z) = sinal (wT(E(x))
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Espaco (x1,xz) Espaco (z1,z2)=(x1?,x?)
P
P 4
P ¢
P
P 4
fronteira: x.:?/a?+x-?/b?=1 reta: z\/a%+z:/b%=1

Figura 7.2: A elipse no espaco original corresponde a uma reta no espaco das coordenadas
quadradas.

O espago transformado acessivel satisfaz 2, , 2, > 0; ndio ocupamos todo R?. Isso nio impede o
classificador, mas lembra que ¢ pode perder informag@o: os pontos (x, z5), (—zy, T,) € outras

mudangas de sinal possuem a mesma imagem.

7.2.2 Aprendendo a elipse

No exemplo anterior, a e b pareciam conhecidos. Em aprendizado, fornecemos os atributos

(1,23, 23) e deixamos o algoritmo estimar

9(2) = wg + wy 2 + wy2y.

Quando wy > 0 e wy, w,y < 0, a fronteira g(z) = 0 corresponde a

2 2

7 Lo 1

- 9

—wo/w1 —wo/'w2
com

w w
a=,/——2, b=, /——2.
wq Wo

Um classificador linear ndo impde automaticamente esses sinais. Para outros valores, a fronteira

pode ser vazia, ilimitada ou classificar o exterior como positivo. A interpretacdo geométrica deve
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ser feita ap0s o ajuste.

7.2.3 Elipses giradas

Uma elipse centrada na origem e nao necessariamente alinhada aos eixos ¢ descrita por

T Ax =1,

em que A ¢ uma matriz simétrica positiva definida. Em duas dimensdes,

T A, 2 2
r Ar = a1 2] + 20,57, Ty + Q99 T5.

Precisamos entdo do termo cruzado:

¢<xlax2> = (173:%73:1‘7:27‘7:%) .

O coeficiente de x,x, permite girar os eixos principais da elipse. Sem ele, a classe contém
apenas elipses alinhadas aos eixos.

7.2.4 Elipses fora da origem

Uma elipse centrada em ¢ = (¢, ¢,) satisfaz

(x—c)TA(x —c) = 1.

Ao expandir, surgem termos quadraticos, lineares e constante. Por isso, o0 mapa quadratico

completo

¢<$’1,$’2) = (1,$1,$2,$%,$1$2,$%)

representa conicas transladadas. A presenca desses seis atributos ndo garante que toda fron-
teira aprendida seja uma elipse; coeficientes podem produzir parabolas, hipérboles ou formas

degeneradas.

7.2.5 Igualdade dos erros apos a composicao

Se g ¢ uma hipotese no espago transformado e
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h=god,

entdo, para todo exemplo, h(z,,) = g(¢(z,,)). Usando a mesma perda,

Ep(h) = xS Uh(,),9,) = o) 9)

Nao ha “ida e volta” geométrica: a igualdade decorre simplesmente de aplicar a composi¢ao aos

mesmos exemplos e rétulos.

7.2.6 Capacidade da classe transformada

Se G ¢ a classe de separadores lineares em Z e ¢ ¢ fixado, a classe no dominio original é

Hy={geod:g€ G}

Como padrdes realizados por J{ , correspondem a padrdes de G sobre imagens o(x),

dyc(H ) < dyel9):

Para ¢(z) = (2%,23) e separadores afins em duas dimensdes, dy.(§) = 3, portanto
dye(FH ¢) < 3. A desigualdade pode ser estrita porque as imagens ficam restritas ao primeiro

quadrante e pontos distintos podem coincidir apds 0 mapeamento.

Se escolhemos entre muitos mapas usando os dados, a classe efetiva ¢ a unido das classes
associadas. Isso ndo € proibido, mas sua complexidade deve ser contabilizada e a selecdao deve

usar validagdo apropriada.

7.2.7 Implementaciao

import numpy as np

def atributos_elipse(X, girada=False, transladada=False):
X = np.asarray(X, dtype=float)
x1, x2 = X[:, 0], X[:, 1]

colunas = [np.ones(len(X))]
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if transladada:

colunas.extend([x1, x2])

colunas.append (x1**2)

if girada:
colunas.append(xl * x2)

colunas.append (x2**2)

return np.column_stack(colunas)

A ordem das colunas deve ser armazenada com o modelo. Altera-la na predi¢do preserva a

dimensao, mas associa cada peso ao atributo errado.

7.2.7.1 Exercicios

1. Corrija o classificador se a classe positiva estiver fora da elipse.

2. Derive a e b a partir de (w, wy, w,) sob os sinais adequados.

3. Expanda (x — ¢)T A(z — ¢) e identifique os seis coeficientes.

4. Mostre que x, x5, muda de sinal sob a reflexdo (z,,x,) — (—x,x,), ao contrario dos
quadrados.

5. Explique por que selecionar o grau polinomial no conjunto de teste produz uma avaliacao

otimista.

7.3 Generalizacao da Transformacio

O exemplo da elipse ilustra uma ideia mais ampla: podemos construir um novo vetor com fungdes
das coordenadas originais e, depois, aplicar a esse vetor um algoritmo linear. Se z € R, uma

transformagao de atributos tem a forma

4
¢:RI— RY, x> ¢(x).
O numero d’ ndo precisa ser igual a d. Ele pode ser menor, como em reducdo de dimensionalidade,

ou maiot, quando criamos interagdes e termos ndo lineares.

7.3.1 Transformacao polinomial

Uma transformagdo polinomial de grau maximo () reune todos os monémios
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d

Qq Qo gy .

Ty'wy? ey taisque a; €Ny e g a; <Q.
j=1

O vetor a = (@q, ..., ;) é chamado multiindice ¢ || = )« é o grau total do monémio.
1> y» Ld i J

Parad = 2 e () = 2, por exemplo,

¢2<I’1,I’2> = (1’5517:5271%7:511.271%)' (75)

Uma fungdo linear nesse novo vetor produz

T _ 2 2
w' Py(x) = wy + Wy T, + WLy + Wyx] + WyT Ty + WET5,

isto €, um polindmio quadratico no espaco original. O modelo ¢ ndo linear em x, mas continua
linear nos parametros w. Essa distin¢do permite usar regressao linear, regressao logistica ou

outros algoritmos lineares apds a transformagao.

7.3.2 Quantos atributos sdo criados?

O ntimero de mondmios de grau exatamente ¢ em d variaveis ¢

d+q—1
q
Somando os graus de 0 a (), obtemos
© (dtq—1 d+Q
md Q=3 (" )=o) (7.6)

q=0

Essa contagem inclui o termo constante. Se o viés for tratado separadamente, a dimensao do

vetor sem a constante sera

S A Y

Para duas variaveis,
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Q+2)_,_QQ+3)

d =
Q 2

Assim, com d = 2, os graus () = 1,2, 3,4 geram, respectivamente, 3, 6, 10 ¢ 15 coeficientes

quando contamos o termo constante.

Mais grau, mais atributos e interagées

4 N\ 4 N\ ( 2\
Grau 1 Grau 2 Grau 3
1 1 termos anteriores
X1, X2 — X1, X2 —> X13, X13Xz,
Xlz, X1X2, X22 X1X22, x22
3 coeficientes 6 coeficientes 10 coeficientes
G J . J & J

Em geral: m(d,Q) = combinag&o de d + Q elementos tomados Q a Q

Figura 7.3: O aumento do grau cria novas interagdes e eleva rapidamente a dimensao do espago
de atributos.

Em dimensdes maiores, o crescimento combinatdrio é mais severo. Parad = 20 e QQ = 3,

23
3

portanto, passar de N x 20 para NV x 1771.

Equagdo 7.6 fornece (%) = 1771 coeficientes. Uma matriz de projeto com N exemplos pode,

7.3.3 Expressividade, generalizacao e custo

Ao aumentar (), a classe de hipoteses contém fronteiras mais flexiveis. Como as classes poli-
nomiais sdo aninhadas, o menor erro de treinamento ndo pode aumentar: um modelo de grau
@ + 1 pode sempre atribuir peso zero aos novos termos. Isso ndo significa que o erro fora da

amostra sempre diminua.
Trés efeitos devem ser considerados:

1. Aproximagdo: graus maiores podem representar relagdes que um modelo simples ndo
consegue capturar.

2. Estimacfo: mais parametros tornam o ajuste mais sensivel as particularidades e ao ruido
da amostra.

3. Computaciio: armazenar a matriz transformada e calcular produtos, gradientes ou inversas

passa a exigir mais memoria € tempo.
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Para separadores afins em R%, a dimensdo VC da classe linear completa é d’ + 1. Porém, a
classe composta {g o ¢ : g € G} pode ter dimensdo VC menor, pois os vetores ¢(x) ocupam
apenas uma parte estruturada do espago transformado. Ainda assim, o crescimento de d” é um

bom alerta para o risco de sobreajuste.

7.3.4 Como escolher o grau
O grau ) é um hiperparametro. Uma pratica adequada ¢é:
. separar os dados de teste e nao usa-los na escolha;
. comparar os graus candidatos por validagao ou validagdo cruzada;

1

2

3. ajustar no conjunto de treino qualquer normaliza¢do necessaria;

4. aplicar exatamente a mesma transformacgao na validagdo e no teste;
5

. selecionar o grau e a regularizacao em conjunto.

Q
J
enorme. Em geral, padronizamos as variaveis originais usando estatisticas do treino e s6 entao

A padronizagdo merece atengdo. Se x; tiver valores grandes, x;° pode ficar numericamente

geramos os termos polinomiais. Regularizagdo L, ou L; também ajuda a controlar coeficientes

e reduzir variancia.

Evite vazamento de dados

Média, desvio-padrao, grau e for¢a de regulariza¢do ndo devem ser escolhidos com infor-
magao do conjunto de teste. Em uma validagdo cruzada, toda a transformacao precisa ser

ajustada novamente dentro de cada parti¢ao de treino.

7.3.5 Implementac¢iao sem bibliotecas especializadas

O exemplo a seguir constrdi 3 para uma matriz com duas colunas:

import numpy as np

def atributos_quadraticos_2d(X):
X = np.asarray (X, dtype=float)
if X.ndim != 2 or X.shape[l] != 2:

raise ValueError("X deve ter formato (n_amostras, 2)")

x1, x2 = X[:, 01, X[:, 1]

return np.column_stack([
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np.ones(len(X)),
x1,

X2,

x1%%x2,

x1 *x x2,

X2%%2

D)

Em aplicagdes reais, uma pipeline deve guardar a ordem das colunas e os parametros de norma-
lizagdo. Gerar os mesmos atributos em ordem diferente durante a predi¢dao produz resultados

incorretos sem necessariamente causar erro de dimensao.

7.3.5.1 Exercicios

1. Liste todos os mondmios de grau maximo 3 em duas variaveis.
2. Calcule m(5,2) e interprete a diferenga entre contar ou ndo o termo constante.

3. Mostre por que o erro minimo de treinamento ndo aumenta quando se passa do grau ()

para ) + 1.
4. Para x = (2,—3), calcule manualmente ¢, (x) na ordem usada em
3.
5. Explique por que padronizar toda a base antes da validagao cruzada constitui vazamento
de dados.

7.4 O Artificio do Nucleo

Transformacdes explicitas podem criar milhares — ou infinitos — atributos. Entretanto, alguns
algoritmos nunca precisam acessar cada coordenada de ¢(z) separadamente: eles utilizam apenas
produtos escalares entre exemplos transformados. O artificio do niicleo, também chamado

truque do kernel, explora exatamente essa situagao.

Uma fungao nucleo ¢ calculada no espago de entrada:

K: XxX—R, K(z,z) = (¢(x), d(2)) +, (7.7

em que F é o espago de atributos. Se existe uma expressdo direta e barata para K (x, z), podemos

obter o produto escalar sem construir os vetores ¢(z) e ¢(z).
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O artificio do nucleo

Mapa explicito Produto transformado
P(x), 9(z) em F (o(x), ¢(2))

Entradas
xezemX

mesmg’valor

Calculo direto no dominio
K(x,z)

A transformagao existe conceitualmente, mas n&o precisa ser materializada.

Figura 7.4: O nucleo calcula diretamente, no espago original, o mesmo produto escalar que seria
obtido ap0s a transformacao explicita.

O ganho ndo vem simplesmente do fato de X ter dimensao menor. Ele depende de duas condicdes:
o nucleo deve ser barato de avaliar e o algoritmo deve poder ser formulado apenas em termos
desses produtos escalares. Métodos de margens, como maquinas de vetores de suporte, sdo o

exemplo classico.

7.4.1 Principio

Considere uma amostra D = {(x,, ;) }}.,. Em muitos problemas regularizados, a solugio no

espaco de atributos pode ser escrita como

N
w = 2 ;p(z;). (7.8)

Para prever em um novo ponto z, calculamos
N

Observe a mudanga de representagdo. No método primal, armazenamos as coordenadas de w; na
representacdo dual, armazenamos coeficientes «; associados aos exemplos de treino. O nucleo

recebe dois pontos do dominio, e ndo um vetor de pesos e um ponto.

Durante o treinamento, os produtos entre todos os pares formam a matriz de Gram:
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G,:=K(z;,x,), G € RN*N,

) J

Essa matriz resume a geometria da amostra no espaco de atributos. Sua entrada Gij mede a

similaridade induzida pelo niicleo entre os exemplos z; ¢ ;.

7.4.2 Exemplo: nucleo polinomial quadratico

Em duas dimensodes, tome

K(z,2) = (1+x"2)2.

Expandindo,

K(z,2) = 14222, + 21525 + 2327 + 22,292, 29 + 1325.

Essa expressao ¢ o produto escalar associado ao mapa

¢($> = (17\/5‘%17\/5‘%27‘%%7\/5‘%1‘%27‘%%) .

Logo, podemos calcular um produto em seis dimensdes usando somente ' z no espago original.

Os fatores v/2 sdo necessarios para que o coeficiente dos termos cruzados seja exatamente 2.

7.4.3 Quando o artificio se aplica?

Nio basta que a fungio de perda contenha w' 2. E preciso reescrever o procedimento de treina-
mento e a predicao em termos de produtos entre exemplos, como em Equagdo 7.8 ¢ Equagao 7.9.
SVMs, regressao ridge em forma dual e PCA com nucleo possuem formulagdes desse tipo.
Um cédigo primal comum de regressao logistica ndo aceita um nucleo automaticamente; seria

necessaria uma formulagdo ou um algoritmo apropriado.

Ha também uma troca computacional. A transformagao explicita costuma custar em fungao de
d’, enquanto o método de nicleo armazena uma matriz N x N. Para amostras muito grandes, o
custo de meméria O(N?) e o custo do treinamento podem superar a economia obtida ao ndo
materializar ¢(z). Portanto, nticleos sdo especialmente atraentes quando d’ é enorme e NV ainda

¢ administravel.
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import numpy as np

def matriz_gram polinomial (X, grau=2, constante=1.0):
X = np.asarray(X, dtype=float)

return (constante + X @ X.T) ** grau

Para uma matriz X de formato (N, d), o resultado tem formato (N, N).Em uma implementacio

robusta, os mesmos parametros do nicleo usados no treino devem ser preservados para a predicao.

7.4.3.1 Exercicios

1. Verifique manualmente o valor de K (x, z) parax = (1,2) e z = (3, —1) usando tanto a
formula direta quanto o mapa explicito.

2. Explique a diferenca entre as dimensdes de X, ¢(X) e da matriz de Gram.

3. Mostre que a matriz de Gram de um nucleo simétrico também € simétrica.

4. Compare a memoria de uma matriz explicita N X d’ com a da matriz de Gram N x N
quando N = 10000 e d’ = 500.

7.4.4 Teorema de Mercer

Nem toda fung¢do de similaridade pode substituir um produto escalar. Para ser um nucleo real

valido, K : X x X — R deve satisfazer duas propriedades fundamentais.

Primeiro, deve ser simétrico:

K(z,z) = K(z,x).

Segundo, deve ser semidefinido positivo: para qualquer quantidade finitade pontos z, ...,z €
X e quaisquer coeficientes reais ¢y, ..., Cy,
N N
c;c;K(z;, ;) > 0. (7.10)
i=1 j=1

Se GG é a matriz de Gram, essa condi¢@o equivale a

c"Ge >0 paratodoc € RY.

Como G ¢ simétrica, isso também equivale a dizer que todos os seus autovalores sdo nao
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negativos. Pequenos autovalores negativos podem aparecer numericamente por arredondamento;
valores negativos relevantes indicam que a func¢do ou a implementagdo ndo produz uma matriz

semidefinida positiva naquela amostra.

7.4.5 Por que a positividade é necessaria?
Se existe um mapa ¢ tal que K (z, z) = (¢(x), ¢(2)), entdo

Z CiCjK(xiv xj) = Z Cicj<¢($z‘>7 ¢<l’j>>

1,5 ,J

‘ ¢;p(;)

> 0.

2

Portanto, 4 nao ¢ um detalhe técnico arbitrario: ela decorre do fato de que o quadrado de uma

norma nunca ¢ negativo.

7.4.6 Mercer e 0 espaco associado

Em linguagem comum de aprendizado de maquina, a condigao anterior ¢ frequentemente chamada

“condi¢do de Mercer”. Convém, porém, separar dois resultados relacionados:

* o teorema de Moore—Aronszajn garante que todo nucleo simétrico e semidefinido positivo
determina um espago de Hilbert de fungdes com nucleo reprodutor e um mapa de atributos,
possivelmente infinito-dimensional;

* o teorema de Mercer, sob hipdteses adicionais como dominio compacto e nicleo continuo,

simétrico e positivo, fornece uma expansao espectral em autofungoes.

Em uma forma simplificada, a expansao de Mercer ¢

K(zx,z) = Z lambda,e,(x)e,(z), A >0,
r=1

onde e,. sdo autofuncdes ortonormais de um operador integral associado ao nucleo. Isso sugere o

mapa

¢(x) = (\//\_161<37>a \/A_zez(@a ) 3

pois seu produto escalar recupera K (x, z). O espago pode ter dimensdo infinita, mas o algoritmo

acessa apenas avaliagdes do nucleo.
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[ . . ~ . . . o,
1 Semidefinido ndo significa estritamente positivo

E permitido que ¢" Ge = 0 para algum vetor ndo nulo c. Isso ocorre quando os vetores
transformados possuem dependéncia linear. Um nucleo semidefinido positivo continua

sendo valido nesse caso.

7.4.7 Regras para construir novos nucleos

Se K, e K, sdo nucleos validos e a, b > 0, entdo também sdo validos:

aK1<I,Z)—|—bK2<CE,Z>, K1<$,Z>K2<£U,Z).

Além disso, para qualquer fungdo q : X — R,

K(z,2) = q(z)q(2)

¢ um nucleo valido. Essas regras permitem combinar nogdes de similaridade sem precisar

descobrir explicitamente o mapa resultante. Subtrair nicleos ou aplicar uma transformacao

arbitraria, por outro lado, pode destruir a semidefini¢ao positiva.

7.4.8 Verificacdo numérica em uma amostra

import numpy as np

def verificar_gram(G, tolerancia=1e-10):
G = np.asarray(G, dtype=float)
if G.ndim != 2 or G.shape[0] '= G.shape[1l]:

raise ValueError("G deve ser uma matriz quadrada")

simetrica = np.allclose(G, G.T, atol=tolerancia)
G sim = (G + G.T) / 2

autovalores = np.linalg.eigvalsh(G_sim)

psd = autovalores.min() >= -tolerancia

return simetrica, psd, autovalores

Esse teste verifica apenas a matriz dos pontos fornecidos. Ele pode encontrar um contraexemplo

e provar que uma fun¢ao nao ¢ um nucleo valido, mas resultados positivos em algumas amostras
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ndo demonstram a propriedade para todo conjunto finito possivel. A validade geral exige uma
prova ou um resultado tedrico conhecido.

7.4.8.1 Exercicios

T

1. Prove diretamente que K (x, z) = x' z satisfaz

4.
2. Mostre que a soma de dois ntcleos validos com coeficientes ndo negativos também ¢é
valida.
3. D€ um exemplo de matriz simétrica que nao seja semidefinida positiva.
4. Explique por que testar apenas uma matriz de Gram nao prova que uma fung¢do ¢ nucleo
em todo o dominio.

5. Qual ¢ o mapa de atributos associado a K (z,z) = 1 + 27 2?

7.4.9 Vantagem

O artificio do nucleo permite trabalhar com uma geometria ndo linear sem armazenar explicita-

mente todos os atributos de ¢(x). Suas principais vantagens séo:

* representar interagdes de dimensao muito alta com uma formula curta;
* reutilizar algoritmos baseados em produtos escalares;

« expressar diferentes nogdes de similaridade por meio da escolha de K;

obter fronteiras nao lineares mantendo uma otimizagao convexa em métodos como a SVM.

Essas vantagens ndo eliminam os custos. O treinamento normalmente usa a matriz de Gram
N x N, e uma predi¢ao por Equagdo 7.9 pode exigir uma avaliagdo do nucleo para cada coeficiente
a; ndo nulo. Em uma SVM, apenas os exemplos com «; # 0 sdo vetores de suporte, o que pode

tornar a predicdo esparsa; ainda assim, seu nimero depende dos dados e dos hiperparametros.

7.4.10 Nucleo linear

K(z,2) =12"z

Ele ndo cria uma fronteira ndo linear: corresponde ao mapa identidade. Serve como referéncia e
costuma ser competitivo quando os atributos ja sdo numerosos, como em representagcdes esparsas

de texto.

7.4.11 Nucleo polinomial
K(z,2) = (y2Tz +¢)?,
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comy > 0, ¢y > 0 e grau inteiro () > 1. O nicleo representa mondmios e interagdes até o grau
Q) quando ¢, > 0. Se ¢, = 0, contém somente termos de grau exatamente (). Os parametros -y

e ¢, alteram a escala relativa das contribui¢des e devem ser tratados como parte do modelo.

7.4.12 Nucleo gaussiano ou RBF

r —Zz 2
K(2.2) = explle — o?) = esp( -2 2L,

onde

7= 53"

202
O nucleo RBF vale 1 quando x = z e se aproxima de zero a medida que a distancia cresce. Seu
mapa de atributos ¢ infinito-dimensional, mas a avaliagdo do nucleo depende apenas da distancia

euclidiana.
O parametro controla a escala da vizinhanga:

* v pequeno (ou o grande): a similaridade decai lentamente e a fronteira tende a variar
suavemente;
» v grande (ou o pequeno): a influéncia de cada ponto fica localizada e a fronteira pode se

tornar muito irregular.

Na SVM, 7 interage com o parametro de regularizacdo C. Valores altos de C' penalizam
fortemente violagdes na amostra; valores menores aceitam mais violagdes para favorecer uma
margem regularizada. Ambos devem ser escolhidos com validagdo, nunca pelo desempenho no

teste.

I A escala dos atributos muda o nucleo RBF

Uma varidvel medida em milhares pode dominar ||z — z||? e anular a influéncia de variaveis

medidas entre zero e um. Ajuste a padronizagdo somente no treino e aplique os mesmos

parametros aos demais dados.

7.4.13 Escolha pratica

Uma sequéncia razoavel € comecar pelo nucleo linear, estabelecer uma linha de base e s6 entdo
testar uma geometria ndo linear. Para o RBF, buscamos C' e y em escala logaritmica por validagdo

cruzada. Para o polinomial, grau, C, v e ¢, ampliam o espago de busca e exigem maior cuidado.
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Também ¢é necessario considerar o tamanho da amostra. Quando N ¢ muito grande e um
mapa explicito moderado existe, um método linear sobre os atributos transformados ou uma

aproximacao de nucleo pode ser mais eficiente que armazenar a matriz de Gram completa.

import numpy as np

def kernel rbf(X, Z, gamma):
X
Z

np.asarray(X, dtype=float)

np.asarray(Z, dtype=float)
if gamma <= 0:

raise ValueError("gamma deve ser positivo")

norma_X = np.sum(X**2, axis=1)[:, None]

norma_Z = np.sum(Z**2, axis=1) [None, :]
dist2 = np.maximum(norma X + norma_Z - 2 * X @ Z.T, 0.0)

return np.exp(-gamma * dist2)

A corregao com maximum remove pequenos valores negativos de distancia quadratica causados
por arredondamento. O resultado possui formato (1len(X), len(Z)), util tanto para a matriz

de treino quanto para comparar novos exemplos aos exemplos armazenados.

7.4.13.1 Exercicios

Calcule o nucleo RBF para pontos iguais e interprete o resultado.
Descreva o efeito de v — 0 e de v — oo para pontos distintos.
Explique por que a padronizacao influencia o RBF, mas ndo corrige por si sO sobreajuste.

Compare o custo de armazenar N x d’ com N x N em dois cenérios escolhidos por vocé.

A e

Por que um bom resultado com nucleo linear ¢ uma referéncia util antes de testar nicleos

mais flexiveis?

7.4.14 Aplicacoes

O uso sistematico de fungdes nucleo antecede as SVMs modernas, mas ganhou grande visibilidade
com os classificadores de margem na década de 1990. A ideia, entretanto, ndo pertence a um
Unico algoritmo: sempre que um método admite uma formulagio baseada em produtos escalares,

podemos investigar uma versao com nucleo.
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7.4.15 Maquinas de vetores de suporte

Na forma dual de uma SVM, o treinamento utiliza os exemplos por meio de

yiyjK<$i7 517j>~
Depois do ajuste, a funcdo de decisdo ¢
f(z) = Z oy K () + b,
€S
onde § ¢ o conjunto de vetores de suporte. A classificagdo ¢ sinal(f(x)). O nucleo altera a

geometria na qual a margem ¢ maximizada, enquanto C' controla a penalizag@o das violagdes.

7.4.16 Regressiao com nucleo

Na regressao ridge com nucleo, buscamos uma fun¢ao da forma

NE

flx) = o K (w;, x).

=1

Com perda quadratica e regularizagdo, os coeficientes satisfazem

(G+MN)a =y,

em que GG ¢ a matriz de Gram e A > 0 controla a regularizagdo. A adigdo de A/ também melhora

a estabilidade numérica quando G ¢ singular ou quase singular.

7.4.17 PCA com nucleo

A analise de componentes principais comum encontra dire¢des lineares de maior varidncia. A
PCA com nucleo efetua a anélise no espago F sem formar explicitamente ¢(z). Para isso,

trabalha com uma matriz de Gram centralizada;:

1
G.=HGH H=1——11".
C Y N

Centralizar os atributos originais nao substitui essa operac¢do: o que precisa ter média zero sao os
vetores ¢(x;) no espago de atributos. Os autovetores de GG, fornecem coordenadas néo lineares

uteis para visualizacao e redugdo de dimensionalidade.
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7.4.18 Dados estruturados e nucleos especializados

O dominio ndo precisa ser R?. E possivel definir nicleos para sequéncias, arvores, grafos,
conjuntos ou histogramas, desde que a funcao resultante seja simétrica e semidefinida positiva.
Nesses casos, o nicleo incorpora conhecimento sobre a estrutura do objeto e permite aplicar um

método geométrico sem converter tudo para um vetor denso de tamanho fixo.

Em texto, por exemplo, o ntcleo linear sobre vetores esparsos de frequéncia ¢ uma base forte.
Nucleos mais elaborados podem comparar subsequéncias, mas seu custo e a dificuldade de

escolher hiperparametros precisam ser comparados a representacdes explicitas modernas.

7.4.19 Um roteiro de decisdo
Antes de adotar um método com nucleo, responda:

1. O método possui uma formulagdo baseada em produtos escalares?

2. Ha uma nocgdo de similaridade adequada ao dominio e comprovadamente valida como
nucleo?

3. O numero N de exemplos permite armazenar e processar N2 valores?

4. Apredigdo tera laténcia aceitavel com a quantidade esperada de exemplos ativos ou vetores
de suporte?

5. Ha validacao para escolher o nucleo e seus hiperparametros sem usar o conjunto de teste?

Se N for muito grande, alternativas incluem mapas explicitos de baixa dimensao, aproximagoes
por caracteristicas aleatorias, métodos de Nystrom e modelos lineares ou neurais treinados em

lotes. O nucleo ¢ uma ferramenta poderosa, ndo uma etapa obrigatodria.

7.4.20 Exemplo de fluxo experimental

# Pseudocdédigo: a sintaxe exata depende da biblioteca utilizada.

separar_treino_validacao_teste()

for nome_kernel, parametros in configuracoes:
for particao_treino, particao_validacao in validacao_cruzada(treino):
normalizador.ajustar(particao_treino.X)
Xtr = normalizador.transformar(particao_treino.X)

Xva = normalizador.transformar(particao_validacao.X)

modelo = SVM(kernel=nome_kernel, **parametros)

modelo.ajustar (Xtr, particao_treino.y)
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registrar(modelo.avaliar(Xva, particao_validacao.y))

escolher_configuracao_por_validacao()

avaliar uma _vez no_teste()

O normalizador ¢ reajustado em cada parti¢do para evitar vazamento. A avaliagdo final no teste ¢

realizada uma tnica vez, depois que todas as decisdoes de modelagem foram encerradas.

7.4.20.1 Exercicios

1. Identifique onde o nucleo aparece na predigao de uma SVM.

2. Explique por que G + AI é numericamente mais estavel que G quando alguns autovalores
sdo proximos de zero.

3. Derive a matriz H para N = 3 e verifique que H1 = 0.

4. Proponha uma funcao de similaridade para um dominio estruturado e discuta o que faltaria
provar para usa-la como nucleo.

5. Em que cendrio um mapa explicito pode ser preferivel a matriz de Gram?

7.4.21 Sintese do capitulo

Transformar atributos permite converter relagdes nao lineares no espago original em relagdes
lineares em outro espaco. Mapas polinomiais tornam essa constru¢ao concreta, mas sua dimensao
cresce combinatoriamente. O artificio do ntcleo evita materializar o mapa quando o algoritmo
depende somente de produtos escalares. Em troca, desloca o custo para a matriz de Gram e
para as avaliagdes de similaridade. A escolha entre mapa explicito e nucleo deve considerar

expressividade, generalizacdo, memoria, tempo de treinamento e custo de predigao.

7.5 Exercicios de multipla escolha

As questdes integram transformacao de atributos, mapas polinomiais ¢ métodos de nucleo. Ha

somente uma alternativa correta em cada item.

1. Ao aplicar ¢(x,,x5) = (x3,22), a fronteira linear w, 2; + w2y + b = 0 no espago

transformado corresponde, no espago original, a uma fronteira:

a. necessariamente linear.

b. quadrética.
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c. cubica.

d. independente de x; e x5.

2. Depois de uma transformagao nao linear ¢, chamar o modelo de linear significa que ele é

linear:

a. nos atributos transformados e em seus parametros.
b. em qualquer varidvel do problema original.
c. apenas no numero de exemplos.

d. somente no tempo de execucao.
3. Quantos mondmios de grau total até p existem em d variaveis, incluindo o termo constante?

a. dp.
b. d+ p.

c. (d;p).

d. 297 em todos os casos.
4. Aumentar o grau de um mapa polinomial tende a:

a. reduzir sempre a capacidade e o custo.
b. aumentar expressividade e também o risco de sobreajuste.
c. preservar exatamente a mesma classe de hipdteses.

d. garantir erro de teste zero.
5. O artificio do nucleo ¢ aplicavel quando o algoritmo pode ser escrito em termos de:

a. produtos escalares entre exemplos transformados.
b. ordenagao alfabética dos atributos.

c. apenas uma coordenada por exemplo.
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d. operagoes bit a bit.

6. Uma fungdo nicleo valida satisfaz k(x, z) = (¢(x), ¢(z)) para algum mapa de atributos.

Consequentemente, sua matriz de Gram deve ser:

a. antissimétrica.
b. triangular com diagonal nula.
c. simétrica e semidefinida positiva.

d. composta somente por nimeros inteiros.

7. Qual expressao define o niicleo RBF?

a. .I'TZ.

b. (272 +c)P.
c. exp(—y|z — z[?).

d. |z+z|.
8. No nucleo RBF, um valor muito alto de y geralmente torna a similaridade:

a. mais local, decaindo rapidamente com a distancia.
b. constante e igual a um.
c. independente dos dados.

d. necessariamente negativa.

9. Uma limita¢@o importante de métodos que armazenam uma matriz de Gram densa para N

exemplos € o consumo de memoria de ordem:

289



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 290

d. O(N?).

10. A escolha de hiperparametros como grau, -y ou regularizagdo deve ser realizada principal-

mente com:

a. o conjunto de teste final.
b. dados de validagao ou validacao cruzada.
c. exemplos inventados apds conhecer o teste.

d. somente o erro de treinamento.

1 Gabarito comentado

1. b. Substituir z; = 2% e z, = x3 produz uma equagio de segundo grau nas coorde-
nadas originais.

2. a. A fronteira é linear em ¢(r) e nos pesos, embora possa ser curva em .

3. c. A contagem de combinagdes com repeti¢do resulta em (d;p ).

4. b. Mais termos permitem ajustar padrdes mais complexos, mas elevam capacidade,
custo e sensibilidade a amostra.

5. a. O nucleo substitui diretamente (¢ (), ¢(2)) sem materializar ¢.

6. c. Essa ¢ a condi¢do que permite interpretar a fungdo como produto interno em um
espago de atributos.

7. ¢. O RBF decai exponencialmente com a distancia quadratica.

8. a. Quanto maior vy, menor a escala espacial de influéncia de cada exemplo.

\O

. d. A matriz contém uma similaridade para cada par de exemplos.

10. b. O teste deve permanecer intocado; a validagao orienta as decisdes de modelagem.
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Capitulo 8
Redes Neurais

Nos capitulos anteriores, estudamos modelos lineares e transformacgdes de atributos. Redes
neurais combinam essas duas ideias de modo adaptativo: em vez de escolher manualmente todos

os atributos, o treinamento ajusta sucessivas transformacodes a partir dos dados.

Em aprendizado supervisionado, recebemos uma amostra

D = {(z;,v;) i]\ila r, € X, y €v,

e escolhemos uma hipotese parametrizada hy : X — Y. O vetor 6 retine todos os pesos e vieses

da rede. Uma funcdo de perda

(:Y xY —[0,00)

mede a qualidade de uma predi¢do individual. O erro empirico médio ¢é

1 N
Bp(0) = 5 2_ ko) y;).

O algoritmo de treinamento procura parametros que reduzam esse erro, normalmente com
regularizacdo e um método baseado em gradientes. O objetivo real continua sendo generalizar

para exemplos ndo observados; memorizar a amostra ndo ¢ suficiente.
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8.1 Da unidade artificial a rede

Um neurdnio artificial recebe um vetor x € RY, calcula uma combinagio afim e aplica uma

funcdo de ativacao g:

z=w'z +b, a=g(z). (8.1)

Aqui, w € R? contém os pesos, b € R ¢é o viés, z é a pré-ativacdo e a é a ativagio produzida. O

viés permite deslocar o limiar; sem ele, muitas fronteiras seriam for¢adas a passar pela origem.

Uma camada com m neurdnios calcula todas essas operagdes em paralelo:

z =Wz +b, a=g(z),

onde W € R™*¢ b € R™ ¢ g é aplicada componente a componente. Cada linha de W

corresponde aos pesos de um neurdnio.

Uma rede feedforward, ou sem realimentacao, encadeia camadas sem ciclos. Para duas camadas

parametrizadas,
al) = gl(W(l)x + b)),
hol) = go(Wall) + b)),
Propagacédo para frente
Entrada x Camada oculta Saida ho(x)

O
5 C .
O 5 O

_— L
WO, b™M e g W®, b® e g»

Figura 8.1: Fluxo de uma rede feedforward: a entrada ¢ transformada por uma camada oculta e
chega a camada de saida.
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Chamamos de camadas ocultas as transformagoes entre a entrada ¢ a saida. A entrada em si ndo
possui parametros e, por isso, ndo costuma ser contada como camada treindvel. A expressdo “rede
de uma camada” pode ser ambigua: alguns autores contam apenas camadas ocultas, enquanto
outros contam todas as camadas com pesos. Neste capitulo, diremos explicitamente “uma camada

oculta” sempre que essa distin¢ao importar.

8.2 Por que a ativacio precisa ser nao linear?

Se todas as ativacdes forem a identidade, duas camadas afins se reduzem a uma unica transfor-

magao afim:

WEWDz 450 1 5@ = WRWWD ¢ + WpL 4 @ .
w’ b’

Empilhar transformagdes lineares, portanto, ndo aumenta a classe de fungdes representaveis.
Ativagdes nao lineares entre as camadas impedem essa redugdo e permitem construir fronteiras
e aproximagdes complexas. A camada de saida, contudo, deve ser escolhida de acordo com a
tarefa: identidade para regressao irrestrita, sigmoide para uma probabilidade binaria e softmax

para probabilidades entre varias classes sdo escolhas comuns.

8.3 Arquitetura e aprendizado

A arquitetura define o grafo de operagdes: quantidade de camadas, largura de cada camada,
ativacoes e conexdes. Os pesos e vieses sdo parametros aprendidos. Ja largura, profundidade,

taxa de aprendizado e forca de regularizacdo sao hiperparametros escolhidos por validagao.
O treinamento de uma rede feedforward pode ser resumido em quatro etapas repetidas:

1. propagacio para frente: calcular as ativagdes e a predi¢ao;
2. perda: comparar a predi¢do ao alvo;

3. retropropagacio: calcular derivadas pela regra da cadeia;
4.

atualizacio: modificar os parametros com um otimizador.

# Pseudocdédigo de uma camada densa
Wex+b

ativacao(z)

V4

a

Embora a expressdo seja curta, ¢ essencial acompanhar os formatos. Se x tem d componentes ¢
a camada possui m neurdnios, W tem formato (m, d), enquanto b, z € a t€ém m componentes.

Erros de dimensao estdao entre os problemas mais comuns nas primeiras implementagoes.
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8.3.0.1 Exercicios

1.

A

8.4

Determine os formatos de W e b para uma camada que recebe 8 atributos e produz 32
ativacgoes.

Quantos parametros treinaveis essa camada possui?

Demonstre que a composicao de trés transformagdes afins ainda ¢ afim.

Diferencie pardmetro, hiperpardmetro, pré-ativagao e ativacao.

Explique por que uma perda baixa no treino nao garante boa generalizacao.

Funcoes de Ativacio

Uma fungdo de ativagdo transforma a pré-ativagao z produzida por um neurdnio. Nas camadas

ocultas, sua fung¢do principal ¢ introduzir nao linearidade. Na saida, ela também determina o

dominio da predi¢ao e deve ser compativel com a tarefa e com a perda.

Durante a retropropagacao, a derivada da ativagado participa da regra da cadeia. Assim, saturagao,

descontinuidade da derivada e escala dos gradientes afetam diretamente a otimizagao.

Funcdes de ativagcdo — comportamento qualitativo

RelLU Leaky ReLU
Sigmoide tanh

T =

Os eixos e as curvas destacam forma, faixa de saida e regides de saturagéo.

Figura 8.2: Comparacao qualitativa entre ReLU, Leaky ReL U, sigmoide e tangente hiperbdlica.

8.4.1 Funcio de Ativacao ReLLU (Unidade Linear Retificada)

A unidade linear retificada ¢ definida por

ReLU(z) = max(0, 2).

Sua derivada, exceto em z = 0, €
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, 0, 2<0,
ReLU'(z) =
1, z2>0.

No ponto zero a fungdo nao ¢ diferenciavel; bibliotecas adotam uma subderivada convencional,
normalmente zero. A ReLU ¢ barata e nao satura no semieixo positivo, por isso € uma escolha

frequente em camadas ocultas.

No semieixo negativo, porém, o gradiente € zero. Um neurdnio que recebe pré-ativagdes negativas
para todos os exemplos pode deixar de atualizar seus pesos: € o problema da ReL.U morta.

Inicializacdo, taxa de aprendizado e variantes com inclina¢dao negativa ajudam a reduzi-lo.

8.4.2 Funcao de Ativacao Leaky ReLU
A Leaky ReLU mantém uma pequena inclina¢ao no lado negativo:

z, z>0,
LeakyReLU (z) = 0<a<l.

az, z<0,

Sua derivada vale 1 no lado positivo e a no lado negativo, exceto pela convencao escolhida
em zero. Dessa forma, um neurénio recebe algum gradiente mesmo quando sua pré-ativacao €
negativa. Valores como v = (0,01 sdo comuns, mas « € um hiperpardmetro e ndo uma constante

universal.

8.4.3 Funcio de Ativacio Sigmoide
A sigmoide logistica ¢

1

o(z) Zm,

0<o(z)<1.

Sua derivada pode ser calculada a partir da propria saida:

o' (z) =0(2)(1 —0o(2)).

O valor maximo da derivada é 1/4, atingido em z = 0. Para |z| grande, a saida se aproxima de
zero ou um e a derivada se aproxima de zero. Em redes profundas, multiplicar sucessivamente

derivadas pequenas contribui para o desaparecimento do gradiente.
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A sigmoide ¢ especialmente adequada a camada de saida de uma classificag¢do binaria, onde pode
representar P(Y = 1 | ). Em camadas ocultas modernas, ReLU e variantes costumam ser

preferidas.

Uma implementacao direta de e~ * pode transbordar para z muito negativo. Fun¢des numerica-
p ¢ p p g

mente estaveis tratam separadamente os casos z > 0 e z < 0.

8.4.4 Funcio de Ativacao Tangente Hiperbolica (tanh)

A tangente hiperbolica ¢
e —e~

tanh(z) = prampet
e +e”*

—1 < tanh(z) < 1,

e sua derivada é

d

— tanh(z) = 1 — tanh?(2).

= tanh(2) (%)

Ao contrario da sigmoide, a tanh ¢ centrada em zero. Isso pode facilitar a otimizacdo quando
ativacdes positivas e negativas sao Uteis. Ela também satura para entradas de grande magnitude
e, portanto, ndo elimina o desaparecimento do gradiente. E frequente em formulagdes classicas

de redes recorrentes.

8.4.5 Softmax

Para classificacdo entre K classes mutuamente exclusivas, a camada de saida produz logits
z € RX. A softmax os converte em probabilidades:

e~

K—Z, ’L:]_,,K
S e
7j=1

softmax(z), =

Cada componente ¢ positiva € a soma € um. Somar a mesma constante a todos os logits nao

altera o resultado. Usamos essa propriedade para evitar transbordamento:

zZ;—m

e K3
m = max z,.

SOftmﬁX(Z)i = W, ‘

A softmax acopla as saidas: aumentar a probabilidade de uma classe reduz a massa disponivel

para as outras. Por isso, ela se aplica a classes exclusivas. Em classificagdo multirrétulo, na qual

296



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 297

varias classes podem ser verdadeiras simultaneamente, usamos uma sigmoide independente por

rotulo.

8.4.6 Ativacao de saida e tarefa

Tarefa Saida tipica Ativagao Perda comum
Regressao real 1 ou mais valores identidade erro quadratico
Classificacao 1 logit sigmoide entropia cruzada
binaria binaria
Multiclasse K logits softmax entropia cruzada
exclusiva categorica
Multirrotulo K logits K sigmoides entropia cruzada
binaria

Na pratica, bibliotecas frequentemente combinam logits e entropia cruzada em uma Unica opera-

cdo estavel. Nesse caso, a funcao de perda espera logits crus e aplica internamente sigmoide ou

softmax; aplicar a ativagdo antes pode duplicar a operagdo e prejudicar a estabilidade.

import numpy as np

def

softmax_estavel(z):

z = np.asarray(z, dtype=float)

deslocado = z - np.max(z, axis=-1, keepdims=True)
exp_z = np.exp(deslocado)

return exp _z / np.sum(exp_z, axis=-1, keepdims=True)

8.4.6.1 Exercicios

1. Calcule ReLU, sigmoide e tanh para z € {—2,0, 2}.
2. Demonstre que 0’ (2) = o(2)(1 — o(2)).

3.
4

. Explique por que softmax ndo ¢ apropriada para uma imagem que pode conter simultanea-

Prove que a softmax ¢ invariante a soma de uma constante em todos os logits.

mente “carro” e “pedestre”.
O que acontece com os gradientes de uma pilha de sigmoides quando as pré-ativacdes t€ém

grande magnitude?
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8.5 Rede neural de camada unica

Antes de estudar redes largas, ¢ 1til separar duas arquiteturas que as vezes recebem nomes

semelhantes.

+ Um tnico neurdnio calcula g(w'x + b).
* Uma rede com uma camada oculta usa varios neuronios intermediarios e depois combina

suas ativacOes em uma saida.

Neste capitulo, “rede de camada tinica” significard uma rede com uma camada oculta, pois essa

¢ a convengao usada nos teoremas de aproximagdo da se¢ao seguinte.

8.5.1 Um unico neuronio

Um neurdnio com entrada € R? produz

h(z) = g(w'x +b).

Escolhas diferentes de ativagao e perda recuperam modelos ja conhecidos:

Modelo Ativacao de saida Predicao Perda tipica

Regressao linear identidade valor real erro quadratico

Perceptron sinal classe em {—1,+1}  erro de classificagéo

Regressao logistica sigmoide probabilidade bindria  entropia cruzada

Regressao softmax softmax sobre K probabilidades de '  entropia cruzada
logits classes categodrica

Todos esses modelos produzem fronteiras de decisdo lineares no espago de entrada. A ativacao
altera a saida e a perda apropriada, mas o nivel w'x + b = 0 continua sendo um hiperplano. Um

unico neurdnio ndo resolve, por exemplo, 0 XOR sem uma transformacao prévia de atributos.

8.5.2 Uma camada oculta

Considere m neur6nios ocultos, uma entrada com d atributos e uma saida escalar. A camada

oculta calcula

a;(x) = g(wjz +by), j=1,..,m.

A saida combina essas novas caracteristicas:
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ho(Z) = Gout (C + Z Uﬂj@)) : (8.2)
=

Em notagdo matricial,

h@(!l?) = gout(UTg<Wx + b) + C) )

com

WeR™ 4 beR™ wveR™, ceR.

Cada neurdnio oculto aprende uma caracteristica a,;(z). A camada de saida aprende como
combind-las. Diferentemente de uma transformag@o polinomial fixa, tanto as diregdes w; quanto

os deslocamentos b; sdo ajustados pelos dados.

8.5.3 Contagem de parametros

A matriz W contém md pesos, o vetor b contém m vieses, a saida contém m pesos € um viés.

Logo, a rede escalar em Equacao 8.2 possui

md+m+m+1=m(d+2)+1

parametros treindveis. Para k saidas, usamos V' € RF*™ ¢ ¢ € R¥, totalizando

md+m -+ km -+ k

parametros. Essa contagem ajuda a estimar memoria, comparar arquiteturas e identificar erros

de implementagao.

8.5.4 Propagacao para frente em lote

|RN><d

Adote a convencao de que cada linha da matriz X € ¢ um exemplo. Entao

ZW = XWT +1b" € RN>*™,
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A — g(z(l)%

72 = AOYT 4 1T € RNk,

O vetor de uns representa a transmissao do mesmo viés para todos os exemplos; bibliotecas

fazem essa operagao por broadcasting.

import numpy as np

def forward uma_camada(X, W, b, V, c):
Z1 =X 0W.T+b
A1 = np.maximum(Z1, 0.0)
72 A1 @ V.T + ¢
return Z1, Al, Z2

Retornar valores intermediérios ¢ util no aprendizado: a retropropagagio reutiliza Z(!) e A(M)

para calcular as derivadas.

8.5.5 Treinamento

Os parametros nao sdo ajustados neurdnio por neurdnio de forma independente. A perda na
saida gera gradientes que atravessam a camada de saida e chegam a todos os neuronios ocultos.
Como diferentes permutagdes dos neurdnios podem representar a mesma func¢do e a fungao de
perda ndo ¢, em geral, convexa nos parametros de todas as camadas, a solugdo ndo possui a

simplicidade da regressdo linear por minimos quadrados.

Mesmo assim, derivadas eficientes permitem treinar redes grandes por descida do gradiente e suas
variantes. Inicializacdo, escala dos dados, taxa de aprendizado, tamanho do lote e regularizacao

influenciam o resultado.

8.5.5.1 Exercicios

1. Conte os parametros de uma rede comd = 10, m = 20e k = 3.
2. Verifique os formatos de todas as matrizes no calculo em lote.
3. Explique por que trocar a ordem de dois neuronios ocultos e trocar as colunas correspon-

dentes de V' nio altera a funcdo da rede.
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4. Por que aplicar a fung¢do sinal dentro da camada oculta dificulta o treinamento por gradien-
tes?

5. Compare os atributos polinomiais fixos com as ativagdes aprendidas de uma camada oculta.

8.6 Teorema de aproximacao universal para redes de camada
unica

Considere as func¢des produzidas por redes com uma camada oculta e saida linear:

glz)=c+ Z v; sigma(w; x + by). (8.3)
=1

Cada valor de m define uma classe com largura finita. O teorema estuda a uniao dessas classes

quando permitimos que m seja tdo grande quanto necessario.

8.6.1 Enunciado

Seja K C R compacto e seja o : R — R uma funcio continua. As combinagdes da forma
Equagédo 8.3 sdo densas em C(K ), com a norma do supremo, se e somente se o ndo ¢ um

polindmio.

Em termos concretos, para toda fungdo continua f : K — R e todo € > 0, existe uma largura

finita m e existem parmetros w,, b;, v, c tais que

If =9l = sup |f(z) —g(x)] <e. (8.4)

Para uma saida vetorial f : K — R, podemos aproximar cada componente e reuni-las em
uma camada de saida com k unidades. Escolhendo o erro de cada componente suficientemente

pequeno, obtemos uma aproximag¢ao na norma vetorial desejada.

8.6.2 Como interpretar o teorema

A palavra densa significa que podemos chegar arbitrariamente perto de qualquer elemento de
C(K), ndo que uma Unica rede fixa represente todas as fun¢des. A largura e os pardmetros

dependem de f, de K e da tolerancia €.

Ahipétese de compacidade também importa. Em R?, um conjunto compacto é fechado e limitado.

A norma do supremo em Equagao 8.4 exige que a aproximacao seja boa simultaneamente em
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todos os pontos desse dominio, uma garantia mais forte do que acertar somente uma amostra

finita.

Ativagdes usuais como ReLU, sigmoide e tanh sdo ndo polinomiais e atendem a condigdo de
expressividade. Se o for um polindmio de grau g, cada termo o(w' x + b) tem grau no maximo
q; somas finitas continuam com grau no maximo q. Essa classe de dimensao finita ndo pode

aproximar uniformemente todas as fungdes continuas.

8.6.3 Intuicio com ReLU em uma dimensao

Uma combinac¢do de ReLUs em uma variavel,

g(x )—a+sx+2v ReLU(x —t,),

¢ linear por partes. Antes de ¢ j» 0 termo correspondente vale zero; depois de ¢ s ele altera
a inclinagdo em v;. Portanto, colocando pontos de quebra ¢; e escolhendo as mudangas de

inclinagdo, podemos construir uma interpolacdo linear por partes.

Toda funcdo continua em um intervalo compacto ¢ uniformemente continua. Ao refinar suficien-
temente a malha, sua interpolagao linear por partes fica uniformemente proxima da fungao. Isso
fornece uma intuicao concreta para a universalidade da ReLU em uma dimensao. Em dimensoes

maiores, a prova geral requer argumentos adicionais.

8.6.4 O que o teorema nao garante
O resultado ¢ de existéncia. Ele ndo afirma:

* qual largura m € necessaria para uma funcao especifica;

* que a rede sera pequena ou computacionalmente eficiente;

que descida do gradiente encontrard os parametros existentes;
* que uma amostra finita permitird identificar a fung¢ao;
* que a rede generalizara bem fora de K;

* que uma camada oculta ¢ sempre a melhor arquitetura.

Uma rede larga pode representar a solucdo e ainda ser dificil de treinar. Além disso, aproximar
qualquer funcdo continua ndo implica aproximar com poucos dados. Expressividade, otimizacao

e generalizagdo sao questdes distintas.
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8.6.5 Largura versus profundidade

O teorema permite concentrar toda a complexidade em uma camada oculta, mas nao diz que isso
seja eficiente. Algumas fungdes possuem descricdo compacta como composi¢ao de operacdes
simples. Redes profundas refletem essa estrutura composicional e podem representar certas

fungdes com muito menos unidades que uma rede rasa.

Assim, “uma camada ¢ universal” ndo torna a profundidade inutil. A universalidade responde
se uma aproximacao existe; estudos de eficiéncia investigam quantas unidades e camadas sao

necessarias.

8.6.6 Exemplo computacional: funcio linear por partes

import numpy as np

def relu(x):

return np.maximum(x, 0.0)

def rede relu 1d(x, intercepto, inclinacao, pontos, saltos):

"""Representa uma fungdo linear por partes usando ReLUs."""

ol
I

np.asarray(x, dtype=float)

y = intercepto + inclinacao * x

for t, delta in zip(pontos, saltos):
y =y + delta * relu(x - t)

return y

O vetor saltos ndo armazena as inclinacdes de cada trecho, mas a mudancga de inclinagdo em
cada ponto de quebra. Essa parametrizagdo ¢ uma representacdo explicita de uma rede ReLU

com uma entrada e uma camada oculta.

8.6.6.1 Exercicios

1. Explique a diferenca entre erro uniforme em K e erro somente nos pontos de treino.

2. Mostre que uma combinagdo finita de ativagdes polinomiais de grau ¢ continua sendo um
polindmio de grau no maximo gq.

3. Represente f(x) = |z| exatamente com duas unidades ReLU.

4. Construa uma fun¢do com inclinag¢do 1 antes de zero e 3 depois de zero usando o codigo

anterior.
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5. Dé um exemplo de afirmagdo sobre treinamento que ndo decorre do teorema de aproxima-

¢a0 universal.

8.7 Rede neural de multiplas camadas

Uma rede profunda encadeia varias transformagdes aprendidas. Cada camada recebe uma
representacdo, produz outra e a entrega a camada seguinte. Como as conexdes apontam somente

para a frente, o grafo de computagdo ndo possui ciclos.

8.7.1 Notacao por camadas

Considere uma rede com L camadas parametrizadas. Definimos a!® = z € R™ e, para
t=1,..,L,

Se a camada ¢ possui n, unidades, entdo

W(f) c R”zxne&, b(é)’ Z(Z),CL(E) c R™e,

A hipdtese completa €

onde 19 (a) = g,(WWa + b¥). A camada h'") aparece a direita porque é aplicada primeiro.

Inverter essa ordem é um erro frequente ao escrever composigoes.

Fluxo de dimensbées e parametros

Camada 1 Camada 2

Entrada Saida

a® e R a® e Rm?
a® e R"™® aL € Rt

ny(no + 1) nz(n: + 1)

WO: ni x no W®: nz x n WQO: nL x nt=

P=Z n(n- +1)

Figura 8.3: As larguras determinam os formatos das matrizes entre camadas consecutivas.
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8.7.2 Camadas densas

Em uma camada densa, ou totalmente conectada, cada unidade recebe todas as ativacoes da
camada anterior. Isso explica por que W) possui uma entrada para cada par formado por uma

unidade da camada atual e uma unidade da camada anterior.

Nem toda rede usa conexdes densas. Camadas convolucionais compartilham pesos e exploram
estrutura espacial; mecanismos de atencdo combinam representacdes segundo similaridades
aprendidas; redes recorrentes compartilham parametros ao longo do tempo. A notagdo de

composi¢ao ainda € 1til, mas os operadores ndo precisam ser matrizes densas arbitrarias.

8.7.3 Ativacoes ocultas e ativacao de saida

As ativagdes ocultas gy, ..., g;_; introduzem ndo linearidade. Elas ndo precisam ser iguais
em todas as camadas, embora arquiteturas homogéneas sejam comuns. A ativagao final g; ¢

escolhida conforme o significado desejado para a saida:

* identidade para regressao sem restricao de faixa;
* sigmoide para probabilidade bindria ou rétulos independentes;
* softmax para classes mutuamente exclusivas;

* outra transformacao especifica quando a saida deve obedecer a uma restri¢ao do problema.

Durante o treinamento, normalmente mantemos os valores antes da ativagao final, chamados

logits, porque perdas combinadas com logits oferecem maior estabilidade numérica.

8.7.4 Contagem de parametros

Uma camada densa de largura n,_; para n, possui

ngny q +ny=mny(n, ; +1)

parametros: uma matriz de pesos e um viés por unidade. Portanto, a rede inteira possui

P=> nyn,, +1) (8.6)

~
I Mh
KN

parametros treindveis. Por exemplo, a arquitetura 4 — 8 — 6 — 3 contém

8(4+1)+6(8+1)+3(6+1) =115
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parametros. A contagem inclui os vieses e ndo conta a camada de entrada como parametrizada.

8.7.5 Calculo em lote

Quando cada linha representa um exemplo, A(©) = X € RV*"o_ A propagacio usa

70 — AED(WO)T 40,

em que o viés ¢ transmitido para as N linhas por broadcasting. Assim, Z¥) ¢ AY) tém formato
N x Ny.

import numpy as np

def relu(z):

return np.maximum(z, 0.0)

def forward denso(X, pesos, vieses):
A = np.asarray(X, dtype=float)

cache = []

for W, b in zip(pesos[:-1], vieses[:-1]):
Z=A0WTH+hD
A novo = relu(Z)
cache.append((A, Z))

A = A _novo

Z_saida = A @ pesos[-1].T + vieses[-1]
cache.append((A, Z_saida))

return Z saida, cache

O exemplo usa ReLU nas camadas ocultas e deixa a Gltima camada em logits. O cache guarda
valores necessarios a retropropagacdo. Em uma biblioteca de autodiferenciacdo, o grafo compu-

tacional cumpre esse papel.
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8.7.6 Representacdes hierarquicas

Cada camada pode reutilizar caracteristicas construidas pela anterior. Em uma tarefa visual,
camadas iniciais podem responder a contrastes locais, enquanto camadas posteriores combinam
essas respostas em padrdes mais abstratos. Essa interpretacdo ¢ Util, mas ndo significa que cada

neuronio sempre tenha um significado humano simples.

A profundidade também muda a geometria da otimizacao. A fun¢ao pode ser simples no espago
de saida e, ainda assim, possuir muitas parametrizagoes equivalentes. Gradientes que atravessam
varias camadas podem desaparecer ou explodir; inicializagdo, normalizagdo, conexdes residuais

e escolha da ativagao ajudam a controlar esses efeitos.

Verifique os formatos antes dos valores

Muitos erros de redes neurais sao incompatibilidades silenciosas de eixos. Documente se
exemplos ocupam linhas ou colunas e teste cada produto matricial. Broadcasting pode

produzir uma matriz valida com um significado diferente do pretendido.

8.7.6.1 Exercicios

1. Liste os formatos de todos os tensores em uma rede 5 — 10 — 4 — 2 para um lote com
32 exemplos.

2. Calcule o numero de parametros dessa rede usando

5.

3. Mostre algebricamente que duas camadas sem ativagao nao linear podem ser substituidas
por uma Unica camada afim.

4. Explique por que a camada de entrada ndo acrescenta parametros.

5. Modifique o pseudocddigo para aplicar softmax estavel na saida apenas durante a inferén-

cia.

8.8 Teorema de aproximacao universal para redes ReL.U li-

mitadas por largura

O teorema anterior permite usar uma unica camada oculta, desde que sua largura possa crescer.
H4 uma possibilidade complementar: manter a largura pequena e permitir que a profundidade
cres¢a. Para redes ReLU, essa troca ainda preserva a capacidade de aproximagao universal em

certos espacos de fungoes.
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8.8.1 Enunciado em norma L’

Seja f : R™ — R uma fungdo integravel no sentido de Lebesgue, isto é,

|Wh=/|ﬂ@Mx<m.
[Rn

Para todo € > 0, existe uma rede feedforward totalmente conectada com ativacdo ReLU, largura
maxima nao superior a n + 4 e profundidade finita tal que a fungdo F representada pela rede

satisfaz

|V—%M=/Nﬂ@—%mnm<a 8.7)
[R'VL

A profundidade ndo ¢ fixada previamente: ela pode aumentar quando a func¢do-alvo se torna mais
complexa ou quando € diminui. Portanto, o resultado ndo afirma que uma arquitetura unica de

largura n + 4 e profundidade fixa aproxima todas as fungoes.

8.8.2 O significado da largura

A largura de uma rede ¢ o maior numero de unidades em uma de suas camadas ocultas. Se as

larguras forem n, ... ,n;_;, entdo
largura(N) = max n,.
gura(:N) =101 °

O limite n + 4 depende da dimensao de entrada n, e ndo do nimero de exemplos da amostra.
Ele ¢ um limite suficiente para o resultado acima, ndo uma afirmacao de que toda fung¢ado exige

exatamente essa largura nem de que esse seja o melhor limite para toda variante do problema.

8.8.3 Comparacio com a aproximacio por uma camada oculta

Os dois resultados distribuem capacidade de formas diferentes:

Aspecto Rede rasa Rede de largura limitada
Profundidade uma camada oculta pode crescer

Largura pode crescer no maximo n + 4
Fungdes no enunciado continuas em compacto integraveis em R"
Norma uniforme L integral L

Tipo de garantia existéncia existéncia
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As normas expressam exigéncias distintas. O erro uniforme controla o maior desvio:

|f = 9loc = sup | f(z) — g(2)].
reK

Ja o erro L' acumula a area— ou o volume — da diferenga. Uma aproximagio pode ter erro
muito grande em uma regido de medida pequena e ainda apresentar erro L' reduzido. Por isso,

os dois teoremas nao devem ser comparados apenas pelo nimero de neurdnios.

8.8.4 Intuicao da construcao

Uma demonstragao construtiva pode ser entendida em quatro movimentos.

1. Truncar as caudas. Como f € L!(R"), escolhemos um cubo grande fora do qual a
integral de | f| é pequena.

2. Aproximar por blocos simples. Dentro do cubo, fungdes simples, constantes em pequenas
regides, aproximam f em L',

3. Construir um bloco por vez. Camadas ReLU profundas formam aproximagdes das
regides e de seus valores, reutilizando poucas coordenadas auxiliares.

4. Acumular os resultados. A rede transporta a entrada e uma soma parcial enquanto

acrescenta a contribui¢do do bloco seguinte.

A largura permanece limitada porque as mesmas unidades funcionam como um pequeno espaco
de trabalho reutilizado ao longo da profundidade. A rede troca processamento “em paralelo”,

caracteristico de uma camada muito larga, por processamento “sequencial” em muitas camadas.

Rasa e larga Profunda e estreita

OO

O—=0O0—0—0
O—=0O0—0—0

OOOO

muitos blocos na mesma camada poucas unidades reutilizadas em sequéncia

Figura 8.4: Uma rede larga calcula muitos blocos em paralelo; uma rede estreita e profunda
reutiliza largura ao longo das camadas.
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8.8.5 Por que funcoes indicadoras podem ser aproximadas?

A ReLU ¢ continua, portanto uma rede ReL U finita ndo representa exatamente a descontinuidade
de uma funcao indicadora em todos os pontos. Em norma L!, isso ndo é necessario. Podemos
substituir a borda abrupta por uma transicao estreita e linear por partes. Ao diminuir a espessura

da regido de transi¢do, sua contribuicdo ao erro integral também diminui.

Essa observacgdo evidencia a importancia da norma. A mesma sequéncia ndo converge unifor-
memente para uma fun¢do indicadora em um dominio que contenha sua fronteira, pois o salto

permanece descontinuo.

8.8.6 Extensao para varias saidas

Para f : R® — R*, uma estratégia simples é aproximar cada componente. Contudo, o limite
de largura precisa contabilizar as saidas e a arquitetura usada para transporta-las. Nao devemos
aplicar automaticamente o valor escalar n + 4 a qualquer teorema vetorial sem verificar seu

enunciado especifico.

8.8.7 O que a garantia nao resolve

Assim como o teorema de uma camada oculta, Equagdo 8.7 ¢ um resultado de representacio. Ele

ndo fornece:

» uma profundidade pequena;

* uma quantidade pequena de parametros;

* um algoritmo para encontrar 0s pesos;

« estabilidade numérica durante o treinamento;

+ garantia de generalizagdo a partir de uma amostra finita;

» boa aproximagdo ponto a ponto, pois a norma ¢ L.

Uma construgdo existente pode ser profunda demais para a pratica. Também pode usar pesos de
grande magnitude, o que dificulta a otimizagdo. A escolha de arquitetura continua sendo uma

decisdo estatistica e computacional.

8.8.8 Verificacao numérica da norma

Em uma dimensao, se conhecemos uma malha suficientemente fina, podemos aproximar a

integral do erro pela regra do trapézio:

import numpy as np
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def erro_11 aproximado(f, g, inicio, fim, pontos=20_001):
x = np.linspace(inicio, fim, pontos)
erro = np.abs(f(x) - g(x))

return np.trapezoid(erro, x)

Esse calculo avalia apenas o intervalo escolhido e produz uma aproximag¢ao numérica. Para

relaciond-lo a integral em toda a reta, também precisamos limitar ou estimar o erro nas caudas.

8.8.8.1 Exercicios

1. Diferencie largura maxima, profundidade e niamero total de parametros.

2. Explique por que uma func¢do com erro alto em um intervalo muito estreito pode ter erro
L' pequeno.

3. Mostre que a funcdo indicadora de um intervalo ndo pode ser aproximada uniformemente
por fungdes continuas com erro menor que 1/2 em um dominio que contenha suas extre-
midades.

4. Para n = 20, qual largura suficiente ¢ fornecida pelo enunciado? O resultado determina a
profundidade?

5. Compare a ideia de computagdo paralela de uma rede larga com a reutilizagao sequencial

de unidades em uma rede profunda.

8.9 Largura versus profundidade das redes neurais

Os teoremas anteriores mostram que tanto a largura quanto a profundidade podem fornecer
capacidade de aproximagdo. Eles ndo dizem, porém, que duas arquiteturas com o mesmo numero

de parametros sejam igualmente eficientes para representar uma fungado particular.

Largura oferece muitas unidades que operam em paralelo sobre a mesma representagdo. Pro-
fundidade permite compor transformacdes e reutilizar resultados intermedidrios. Essa diferenca
¢ analoga a comparagao entre uma expressao expandida e um programa que cria valores auxiliares

€ 0s reaproveita.

8.9.1 Composicao e regioes lineares

Redes ReLLU representam fungdes lineares por partes. Em uma dimensao, uma camada com
varias ReLUs pode introduzir vérios pontos de quebra. Ao compor camadas, os pontos de quebra
de uma transformacao podem ser replicados nas regides criadas anteriormente, fazendo o numero

de trechos crescer rapidamente.
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Considere a fungdo triangular em [0, 1]:

1
T(x) = 2ReLU(z) — 4ReLU (g; _ 5) +2ReLU(z —1).

Ela sobe de 0 a 1 e depois desce a 0. A composicdo 7' o I" produz mais oscilagdes; repetir a

composi¢do aumenta seu numero sem precisar reescrever cada trecho independentemente.

Composicao cria mais regides lineares

T(X) ToT ToToT

2 trechos 4 trechos 8 trechos

Cada composigao reutiliza a mesma transformagéo triangular.

Figura 8.5: A composi¢@o de uma fungao triangular cria progressivamente mais regides lineares.

Resultados de separagdo de profundidade formalizam essa intui¢ao: ha familias de fungdes que
redes profundas representam com quantidade moderada de unidades, mas cuja aproximagao por
redes com profundidade limitada exige largura muito maior, em alguns enunciados de modo
exponencial. Toda afirmag¢ao desse tipo depende das hipdteses — ativacao, norma, erro permitido,
dominio e limites impostos aos pesos — e nao deve ser convertida em uma regra universal sobre

qualquer conjunto de dados.

8.9.2 Quando a largura ajuda
Camadas mais largas podem:

+ aprender vdrias caracteristicas no mesmo nivel de abstracao;
* reduzir gargalos que descartariam informacdo cedo demais;
* aumentar o paralelismo disponivel em aceleradores;

» oferecer caminhos curtos entre entrada e saida.

Largura excessiva também aumenta memoria, produtos matriciais e risco de redundancia. Mais

parametros nao substituem dados, regularizagdo ou uma fungao objetivo apropriada.
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8.9.3 Quando a profundidade ajuda

Profundidade ¢ especialmente natural quando a tarefa possui estrutura composicional: pixels
formam padroes locais, padroes formam partes e partes formam objetos; em linguagem, simbolos

formam expressdes e expressodes participam de contextos maiores.

Entretanto, redes profundas possuem caminhos de derivacao longos. Isso pode causar gradientes
que desaparecem ou explodem, elevar a laténcia sequencial e tornar a otimizagao mais sensivel.
Conexoes residuais, normalizagao e inicializagdo adequada foram desenvolvidas, em parte, para

tornar redes profundas treinaveis.

8.9.4 Gargalos e conexoes residuais

Uma camada muito estreita pode funcionar como gargalo. Isso € 1til se queremos compressao,
mas prejudicial quando elimina informacao necessaria as camadas seguintes. Uma conexado

residual calcula

a(e'i'l) — a(e) _|_ F£<a’(£))’

desde que os formatos sejam compativeis. A parcela identidade oferece um caminho direto para
informagdo e gradientes, permitindo que o bloco aprenda uma corre¢ao em vez de reconstruir

toda a representacao.

8.9.5 Escolha orientada por validacao

Nao existe uma propor¢ao universal entre largura e profundidade. Uma comparagao justa deve

controlar, quando possivel:

numero total de pardmetros ou custo computacional;
procedimento de treinamento e orcamento de épocas;
regularizacdo e transformagdo dos dados;

métrica em validacao, laténcia e uso de memoria;

M e

variabilidade entre inicializagdes aleatorias.

Uma arquitetura menor que atinge a métrica necessaria com treinamento estavel costuma ser
preferivel. Teoremas de expressividade ajudam a entender possibilidades e limitagdes, mas a

escolha final combina teoria com evidéncia experimental.

def contar_parametros_densos(larguras) :
return sum(

saida * (entrada + 1)
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for entrada, saida in zip(larguras[:-1], larguras[i:])

print(contar_parametros_densos([20, 64, 10]))
print (contar_parametros_densos([20, 24, 24, 10]))

Comparar apenas a quantidade de camadas seria enganoso: o cddigo permite verificar também o

orgamento de parametros das arquiteturas candidatas.

8.9.5.1 Exercicios

1. Esboce T'(x) e T'(T'(x)) no intervalo [0, 1].

2. Explique por que composi¢ao pode ser mais econdmica que enumerar diretamente todos
os trechos de uma fungao.

3. Calcule os parametros das duas arquiteturas do exemplo em Python.

4. Dé um exemplo de tarefa com estrutura naturalmente composicional.

5. Por que um resultado de separagdo tedrica ndo garante que uma rede mais profunda tera

melhor acurdcia em qualquer base real?

8.10 Descida do Gradiente

Treinar uma rede significa escolher seus pardmetros § = {W (), b(g)}g;l para reduzir uma
funcdo objetivo. Como redes profundas compdem muitas operacdes ndo lineares, essa fungao

raramente possui uma solugdo fechada. Usamos entdo métodos iterativos baseados em derivadas.

8.10.1 Funcio objetivo
Para uma amostra D = {(z,, ;) }},, definimos
1
Ep(0) = N ;ahe(%), yi) + AR(0), (8.8)

onde ¢ ¢é a perda por exemplo, R é um termo opcional de regulariza¢do e A > 0 controla sua

forga. Alguns exemplos sdo:

* erro quadratico em regressao;
* entropia cruzada binaria para dois resultados;

* entropia cruzada categorica para classes exclusivas.
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A escolha deve combinar o significado da saida, o modelo probabilistico e a estabilidade numérica.
A acurdcia, apesar de util para avaliacdo, ¢ descontinua e ndo costuma servir diretamente como

objetivo de gradiente.

8.10.2 Direcido de maior descida

Para uma pequena perturba¢do A6, a aproximagao de primeira ordem ¢

Ep(0+ A9) ~ Ep(0) + VEL(0)T A6,

Entre dire¢des unitarias, o gradiente aponta para o maior crescimento local e seu oposto aponta

para o maior decréscimo. A descida do gradiente atualiza

9t+1 =0, — mVED(Qa), (8.9)

com taxa de aprendizado 7, > 0. O nome “maximo declive” descreve a diregdo negativa do

gradiente, mas “descida do gradiente” ¢ a terminologia mais comum.

Passos sobre a superficie de perda

Taxa moderada Taxa excessiva

aproximagao progressiva oscilages ou divergéncia

A direcdo é local; o tamanho do passo controla a estabilidade.

Figura 8.6: A direcdo negativa do gradiente reduz localmente a fungdo objetivo; taxas diferentes
produzem passos de tamanhos diferentes.

Nao normalizamos o gradiente na atualizacdo padrao. Sua magnitude contém informacao sobre a
inclinagdo local. Métodos com gradiente normalizado existem, mas constituem outro algoritmo

e mudam a interpretagdo de 7).

8.10.3 Lote completo, estocastico e mini-lote

Calcular Equacao 8.8 sobre todos os exemplos fornece o gradiente de lote completo. Para

grandes bases, dividimos os dados em mini-lotes B, e usamos
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1
9t = _|B | Z Vol(hg(x;),y;) + AVR(0).
tl ieB,
A atualizagdo torna-se 6, ., = 0, — 1,9,. Um lote com um exemplo caracteriza a descida

estocastica; lotes intermedidrios aproveitam vetorizagao e introduzem ruido que pode ajudar a

exploracao.

Uma época ¢ uma passagem pelos exemplos do treino. Uma itera¢fo ¢ uma atualizacdo. Com

N exemplos e lotes de tamanho B, uma época contém aproximadamente [ N/ B] iteragdes.

8.10.4 Taxa de aprendizado

Se 7 for muito pequena, o treinamento avanca lentamente. Se for muito grande, a perda pode
oscilar, divergir ou produzir valores nao finitos. Nao ha um valor como 0,1 que seja adequado

para todas as redes.

Podemos usar taxa constante, decaimento programado ou adaptacdo baseada no historico dos
gradientes. Momentum acumula uma média das dire¢des; Adam adapta escalas por parametro.
Esses métodos facilitam o treinamento, mas ainda exigem monitoramento e ndo garantem o

minimo global.

8.10.5 Inicializacido e quebra de simetria

Inicializar todos os pesos ocultos em zero faz neurdnios da mesma camada receberem gradientes
iguais. Eles permanecem idénticos e desperdicam a largura disponivel. Usamos valores alea-
torios com variancia relacionada ao numero de entradas, como inicializagcdes de Xavier ou He,

dependendo da ativacao.

Vieses podem frequentemente comecgar em zero porque pesos aleatorios ja quebram a simetria. A

semente aleatoria deve ser registrada para tornar experimentos reproduziveis.

8.10.6 Critérios de parada

Gradiente exatamente zero ndo € um critério realista e pode indicar minimo, maximo, ponto de

sela ou saturacdo. Em pratica, combinamos:

* limite méaximo de épocas ou tempo;

» perda e métricas em treino e validagao;

* auséncia de melhora na validagao por certo nimero de épocas;
* norma do gradiente ou varia¢do dos parametros;

» verifica¢do de valores NaN ou infinitos.
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A parada antecipada guarda os parametros com melhor validagdo, ndo necessariamente os da

ultima época. O conjunto de teste permanece reservado até o fim.

8.10.7 Lac¢o minimo de otimizacao

def treinar(modelo, lotes, otimizador, epocas):
for epoca in range(epocas):

modelo.modo_treino ()

for X, y in lotes:
otimizador.zerar gradientes()
logits = modelo(X)
perda = funcao_perda(logits, y)
perda.retropropagar ()

otimizador.atualizar()

avaliar _na validacao(modelo)

Zerar gradientes ¢ explicito porque muitas bibliotecas os acumulam por padrao. A retropropagacao

calcula derivadas; o otimizador decide como transforma-las em atualizagdes.

o PR . ~ =~ . . .
1 Minimizacdo ndo significa gradiente sempre menor

Em mini-lotes, a perda do lote seguinte pode aumentar mesmo quando a tendéncia glo-

bal melhora. Além disso, a norma do gradiente pode crescer temporariamente. Curvas

suavizadas e métricas de validagdo sdo mais informativas que uma Unica iteragao.

8.10.7.1 Exercicios

1. Derive Equagdo 8.9 a partir da aproximagdo de primeira ordem e da escolha Af =
—nVEp.

Quantas atualizagdes ha por época para N = 10000 e B = 128?

Explique por que pesos ocultos todos iguais preservam simetria.

Descreva sinais observaveis de uma taxa de aprendizado excessiva.

A

Diferencie perda de treino, perda de validagdo e métrica de teste.
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8.11 Vetorizacao

Vetorizacdo consiste em expressar varias operagdes escalares como uma operagao sobre vetores
ou matrizes. Além de tornar a notagdo compacta, ela permite que bibliotecas usem rotinas
altamente otimizadas e executem muitas multiplicagdes em paralelo em CPU, GPU ou outros

aceleradores.

8.11.1 Convencio de eixos
Adotaremos uma regra unica:

* cada linha contém um exemplo;
 cada coluna contém um atributo ou uma unidade;

* a matriz de pesos armazena um neurdnio por linha.

Assim, para uma camada que recebe d valores e produz m ativagoes,

W e Rm*4, becR™.

Para um unico vetor-coluna = € R?, usamos

z=Wx+beR™.

Ja no codigo em lote, os exemplos ocupam linhas, e a transposta de IV aparece a direita.

8.11.2 Uma camada sobre um lote

Se X € RB*? representa um mini-lote com B exemplos, entio

Z=XWT +1zb" € RB>*™, (8.10)

A=g(Z) e RB*m™,

A entrada Z;; € a pré-ativagdo da unidade j para o exemplo i. A ativagao € aplicada elemento a

elemento, salvo fungdes vetoriais como softmax, que operam ao longo do eixo das classes.
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Camada densa vetorizada

Bxd —p P + —- B xm
exemplos x atributos exemplos x unidades

O viés é transmitido para cada uma das B linhas.

Figura 8.7: Formatos de uma camada densa vetorizada com exemplos organizados nas linhas.

8.11.3 Broadcasting do viés

Nio precisamos construir materialmente a matriz 1 3bT. Ao somar um vetor de formato (m,)
auma matriz (B, m), NumPy e bibliotecas semelhantes repetem logicamente o vetor em cada

linha. Esse mecanismo ¢ chamado broadcasting.

Broadcasting economiza memoria, mas pode esconder erros. Um viés com formato (B, 1)
também pode ser somado a Z, porém acrescentaria um valor por exemplo, ndo um valor por

unidade. Os formatos seriam compativeis e o significado estaria errado.

8.11.4 Varias camadas

Para uma arquitetura ny, — n; — --- — n, e um lote com B exemplos,

A = X € RBxno,

Z0 = ACDWWENT £ p0 A = g, (Z0),

Em cada camada, somente a segunda dimensdo muda: de n,_; para n,. A dimensdo B do lote é

preservada.

import numpy as np

def camada_densa(A, W, b, ativacao):

A = np.asarray(A)
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=
I

np.asarray (W)

o'
Il

np.asarray(b)

if A.ndim !'= 2 or W.ndim != 2 or b.ndim != 1:
raise ValueError("A e W devem ser matrizes; b deve ser vetor")
if A.shape[1l] !'= W.shape[l] or W.shape[0] !'= b.shape[O0]:

raise ValueError("dimensdes incompativeis na camada densa'")

Z=A0OCWTH+bDb

return ativacao(Z), Z

As verificagdes tornam a convengao explicita. Em codigo de producao, testes de unidade com

lotes pequenos ajudam a confirmar valores, ndo apenas formatos.

8.11.5 Por que ¢é mais rapido?

Um lago Python que calcula cada neuronio e cada exemplo separadamente tem grande custo de
interpretagdo. A multiplicagdo matricial delega o trabalho a implementagdes compiladas, usa ins-
trugdes vetoriais, memoria em blocos e paralelismo. A quantidade matematica de multiplicagdes

nao desaparece, mas a execugao utiliza melhor o hardware.

Vetorizagdo também possui limites. Um lote muito grande pode exceder a memoria, e armazenar
todas as ativagdes ¢ caro durante o treinamento. Mini-lotes equilibram paralelismo, memoria e

frequéncia de atualizacdo dos parametros.

8.11.6 Vetorizacao da perda

[RBxk

Para regressdo com k saidas,se Y, Y € , 0 erro quadratico médio pode ser escrito como

1 -
Ep= ﬁ”y —Y|7,

onde |-|| ¢ anorma de Frobenius. E preciso declarar se a redugéo usa soma ou média e sobre quais
eixos; isso altera a escala do gradiente e, consequentemente, a taxa de aprendizado adequada.
8.11.6.1 Exercicios

1. Determine o formato de Z para B = 64, d = 100 e m = 32.
2. Escreva Equac¢ao 8.10 usando exemplos como colunas e compare onde aparece a transposta.

3. Explique o erro semantico de somar um vetor (B, 1) a Z.
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4. Por que lotes maiores ndo reduzem a quantidade matematica de multiplicagdes, embora
possam reduzir o tempo de execugao?

5. Compare o gradiente de uma perda somada com o da mesma perda média.

8.12 Autodiferenciacio reversa pela regra da cadeia

Para atualizar milhdes de parametros, precisamos calcular muitas derivadas de uma Unica saida
escalar: a perda. O modo reverso da autodiferenciacio ¢ adequado a essa estrutura. Ele executa
o grafo para frente, guarda valores intermedidrios e percorre as operagdes na ordem inversa,

aplicando a regra da cadeia.

Autodiferenciagdo ndo € diferenciagdo simbolica nem aproximagao por diferencas finitas. Ela
aplica regras exatas de derivagdo as operacdes elementares realizadas pelo programa, sujeita

apenas ao arredondamento numérico.

8.12.1 Um grafo computacional simples

Considere

z = wx + b, a=g(z), E =/{(a,y).
A passagem para frente calcula z, a e E. No sentido inverso,

o8 _ o8oa
dz  Oa 02’

e depois

op_opo:  om_owo:
ow 0z Ow’ b 0z b’

Como 0z/0w = z ¢ 0z/0b = 1, obtemos

o8 _
ow

OF OF
oo, =
o

)
i 0z
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Grafo computacional e fluxo das derivadas

e o (oo o o [

passagem direta: calcula e guarda valores intermediarios

JE/oW, JoE/ob JoEloz oEl/oa -4—@

passagem reversa: aplica a regra da cadeia e acumula contribuigées

Figura 8.8: Na passagem reversa, a derivada da perda flui pelas operagdes na ordem contraria e
cada n6 usa valores guardados na passagem direta.

8.12.2 Produtos vetor—Jacobiano

Uma camada pode produzir um vetor. Se u = f(v) e a perda escalar é F/(u), a regra da cadeia

pode ser escrita como

va = Jf(’U)Tqu,

onde J; € 0 Jacobiano de f. O modo reverso ndo precisa armazenar todo esse Jacobiano: calcula

diretamente o produto J f(v)TVuE , chamado produto vetor—Jacobiano.

Isso ¢ crucial em redes. Formar explicitamente cada Jacobiano seria caro, enquanto propagar um

vetor de derivadas possui custo da mesma ordem da passagem para frente.

8.12.3 Derivac¢ao para uma camada densa

Para um exemplo, a camada ¢ calcula

20 = WO glt=1) 4 plo) alt) = gg(z(ﬂ)).
Defina o sinal retropropagado

= (8.11)

Usando produtos externos, os gradientes dos parametros sao
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= 6 (=T, (8.12)

=460, (8.13)

Os formatos confirmam a expressao:
(ng X D)(L X ny_q) =np xny_;.

8.12.4 Ultima camada

A forma de 6% depende da ativacio e da perda. Em geral,

SWL) — V,uEO® QIL(Z(L)%

onde © denota produto elemento a elemento.

Para erro quadrético E = 1[aF) — y|?,

o) = (al) —y) © g}, (211).

Para softmax combinada com entropia cruzada categorica, a derivagao simplifica para

8 =p—y,

em que p = softmax(z(L)) e y € o vetor alvo. Essa formula pressupde a combinagao especifica

de ativacdo e perda; ndo deve ser reutilizada indiscriminadamente.

8.12.5 Camadas ocultas

A pré-ativagio da camada seguinte depende de a'®):

L) — D) g0 4 )

Aplicando a regra da cadeia,
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510 = (WED)T61) © gy (210, (8.14)
A matriz transposta redistribui para cada unidade da camada atual as contribui¢des de todas as

unidades da camada seguinte. Em seguida, o produto por g, atravessa a ativagdo local.

A recorréncia comega em 6') ¢ segue até a primeira camada. Depois de obter cada § () usamos
Equacao 8.12 e Equagdo 8.13.

8.12.6 Forma vetorizada para mini-lotes

Com exemplos nas linhas, sejam A1 € RB*"-1 ¢ A € RB*™¢_ Se a perda é a média do

lote,

0E 1
ab(g) - E;Ai,m

¢ a propagacdo para a camada anterior ¢

AU-L) — (A(E)W(é)) @gé_l(z(ﬁfl))_

O eixo do somatorio do viés € o dos exemplos. Somar sobre as unidades produziria um vetor

com formato e significado errados.

8.12.7 Ramifica¢oes no grafo

Quando um valor alimenta dois caminhos, a perda depende dele por ambos. A derivada total € a

soma das contribui¢des. Se u influencia F através de 7 (u) e 75 (u), entdo

op_op| oF
8u_8ur1 8ur2'

Isso explica por que bibliotecas acumulam gradientes e por que conexdes residuais somam

caminhos na passagem reversa.
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8.12.8 Verificacao por diferencas finitas
Diferencas centrais oferecem uma checagem de implementagao:

OE _E(0;+h)—E(0;,—h)
00. 2h

J

def derivada_numerica(perda, theta, indice, h=1e-5):

original = thetal[indice]

thetalindice] = original + h

mais = perda()

thetalindice] = original - h

menos = perda()

thetal[indice] = original

return (mais - menos) / (2 * h)

Esse método requer duas avaliagdes por parametro, sofre com escolha de h e arredondamento,
e ndo ¢ adequado para treinamento. Ele serve como teste em redes pequenas, usando precisao

dupla e evitando pontos nao diferenciaveis da ReLU.

Gradiente acumulado ndo ¢ atualizagao

A retropropagacao calcula derivadas. Ela ndo altera parametros por si s6. O otimizador
usa essas derivadas posteriormente. Misturar os dois papéis dificulta testar e reutilizar a

implementacao.

8.12.8.1 Exercicios

Derive os gradientes de z = wx + b sem omitir as etapas da regra da cadeia.
Verifique os formatos em Equagdo 8.14 para uma camadan, | — n, — n, 4.
Explique por que gradientes de dois caminhos devem ser somados.

Derive 6(%) para saida identidade e erro quadratico.

A e

Compare custo e finalidade da autodiferenciacdo reversa e das diferencas finitas.
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8.13 Algoritmo Propagacao para Tras

Retropropagacio, ou backpropagation, ¢ a aplicagdo especializada do modo reverso da autodi-
ferenciacdo a uma rede neural. Seu resultado s@o os gradientes da perda em relagdo a todos os
parametros. Descida do gradiente, Adam ou outro otimizador usa esses gradientes em uma etapa

posterior.

8.13.1 Visao geral

Para um mini-lote, uma itera¢do de treinamento possui quatro fases:

1. Propagacio direta: calcular Z(“) e A¥) da primeira a Gltima camada e guardar os valores
necessarios.

2. Perda: calcular £ a partir da saida e dos alvos.

3. Propagacio reversa: iniciar A) na saida e percorrer as camadas de L até 1, calculando
gradientes.

4. Atualizagao: aplicar o otimizador aos parametros.

Para descida do gradiente simples, a atualizag¢do correta ¢

OF
Wt(-?l = Wt(e) I —
oW
0 _ 50 23
bt+1 - bt — 8[)(@.

t

O parametro antigo, no instante ¢, aparece no lado direito. Usar o indice ¢ + 1 nos dois lados

tornaria a regra circular.

8.13.2 Algoritmo vetorizado

Com exemplos nas linhas e uma perda média, a propagagao reversa executa, para f = L, [, —
1,...,1,

e,sel >1,



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 327

A1) — (Aw)W(e)) @92_1<Z(€—1)).

O fator 1/ B deve aparecer uma tnica vez. Podemos incorpora-lo no delta inicial ou nos gradientes
dos parametros, mas duplica-lo reduz o gradiente por B? e omiti-lo faz sua escala crescer com o

lote.

8.13.3 Exemplo completo com duas camadas

Considere ReLU na camada oculta, saida identidade e

1 B
E=—S 17—l
5B ;ZlHyl Y|

import numpy as np

def forward(X, Wi, bl, W2, b2):
Z1 =X 0 W1.T + bl
A1l = np.maximum(Z1, 0.0)
Y hat = A1 @ W2.T + b2
cache = (X, Z1, A1)

return Y _hat, cache

def backward(Y_hat, Y, cache, W2):
X, Z1, Al = cache
B = X.shape[0]

# Delta da saida; a média 1/B entra aqui.
D2 = (Y_hat - Y) /B

dWw2 = D2.T @ A1l

db2 = D2.sum(axis=0)

D1 = (D2 @ W2) * (Z1 > 0)
dwi D1.T @ X

dbl = D1.sum(axis=0)
return dwWl, dbl, dwW2, db2

327



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 328

def atualizar(parametros, gradientes, taxa):
for nome, gradiente in zip(parametros, gradientes):

nome -= taxa * gradiente

Se Y_hat e Y tiverem formato (B, k), entdo D2 também terda (B, k). A funcdo pressupde que

todas as matrizes sdo de ponto flutuante e que a atualizacao no lugar ¢ desejada.

8.13.4 Cache e memoria

Para calcular g,(Z (e)) e os produtos com A~ guardamos ativagdes da passagem direta. Em

redes muito profundas, esse armazenamento domina a memoria de treinamento.

Uma alternativa € o checkpointing: guardar apenas algumas ativagdes e recalcular outras durante
apassagem reversa. [sso troca tempo de computagdo por memoria. Na inferéncia, ndo precisamos

do grafo reverso e podemos liberar intermediarios mais cedo.

8.13.5 Ordem segura da atualizacio

Todos os gradientes devem ser calculados com os mesmos valores dos parametros da passagem
direta. Atualizar W% antes de calcular A“~1) faria a recorréncia usar um peso novo, incon-
sistente com o grafo que produziu a perda. Primeiro calculamos todos os gradientes; somente

depois o otimizador altera os parametros.

8.13.6 Testes recomendados
Uma implementagado propria deve ser verificada progressivamente:

. testar cada camada direta com valores pequenos conhecidos;
. conferir formatos de ativacdes e gradientes;

. comparar gradientes a diferencas finitas em uma rede minuscula;

1
2
3
4. confirmar que um passo suficientemente pequeno reduz a perda do mesmo lote;
5. tentar sobreajustar deliberadamente um conjunto com poucos exemplos;

6

. verificar valores ndo finitos € normas de gradiente durante o treino.

Sobreajustar um lote pequeno ndo comprova generalizagao, mas € um teste util do encadeamento

entre modelo, perda, retropropagacao e atualizagdo.
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I Retropropagacio reutiliza calculos

Calcular cada derivada parcial do zero repetiria grande parte do grafo. A eficiéncia do
algoritmo vem de armazenar derivadas intermediarias e reutiliza-las para todos os parametros

anteriores.

8.13.6.1 Exercicios

1. Verifique os formatos de D1, dW1, db1, D2, dW2 e db2.

2. Derive o delta da saida usado no exemplo a partir do erro quadratico.

3. Explique por que os pesos s6 devem ser atualizados apos todos os gradientes terem sido
calculados.

4. O que muda nas formulas se a perda somar os exemplos em vez de usar a média?

5. Descreva como o checkpointing troca memoria por computagao.

8.13.7 Sintese do capitulo

Redes neurais compdem transformacdes afins e ativagdes ndo lineares para aprender represen-
tagdes. Largura e profundidade oferecem formas complementares de expressividade, mas nao
garantem otimizagdo ou generalizagdo. O treinamento combina operagdes vetorizadas, uma
perda diferencidvel, autodiferenciagdo reversa e um otimizador. Acompanhar formatos, escalas e

separagao entre essas etapas torna a implementagdo mais correta e mais facil de depurar.

8.14 [Exercicios de multipla escolha

Em cada questdo, assinale a tnica alternativa correta. Use os formatos das matrizes para conferir

as respostas que envolvem vetorizagao.

1. Se todas as ativagdes de uma rede densa forem fung¢des lineares, a composi¢ao de varias

camadas sera equivalente a:

a. uma Unica transformacao afim.
b. uma arvore de decisao.
c. um nucleo RBF.

d. uma fung¢do necessariamente periodica.

2. A fungdo ReL.U ¢ definida por:
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a. max(0, z).
b. 1/(1+e77).
c. exp(z)/ Zj exp(z;).

d. 22

3. Para classificacdo multiclasse com classes mutuamente exclusivas, uma ativacao de saida

usual é:

a. ReLU aplicada a um tinico nimero.
b. softmax.
c. valor absoluto.

d. identidade seguida de arredondamento obrigatério.

4. Uma camada densa com 5 entradas e 3 neurdnios possui quantos parametros, incluindo

um viés por neurénio?

a. 8.
b. 15.
c. 18.
d. 24.

5. O teorema de aproximacao universal afirma, sob suas condi¢des, que uma rede:

a. pode aproximar fungdes de uma classe-alvo com precisao arbitraria.
b. sempre encontra automaticamente os melhores pesos.
c. generaliza perfeitamente com um exemplo.

d. requer exatamente duas unidades ocultas.
6. Em uma rede ReLU, aumentar a profundidade pode ser especialmente util para:

a. representar composi¢des hierarquicas.

b. eliminar todos os hiperparametros.
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c. dispensar ativagdes ndo lineares.

d. garantir convexidade da perda nos pesos.

7. Na descida do gradiente, a atualizagcdo padrao é:

a. 0 0+nVJ(0).
b. 0 0 —nVJ(0).
c. 0 V.J(0)/0.

d. 0« 62

8. Paraum lote X € RV*4 e pesos W € R¥*™ a saida pré-ativagio Z = XW + b possui

formato:

a. d x d.
b. m X N obrigatoriamente.
c. N xm.

d. N x d em todos os casos.
9. Na autodiferenciacao reversa, produtos vetor—Jacobiano permitem:

a. propagar derivadas da saida para os nos anteriores do grafo.
b. apagar o grafo antes de calcular a perda.
c. substituir todos os dados por escalares.

d. evitar a regra da cadeia.
10. Durante a retropropagacgao, os pesos devem ser atualizados:
a. assim que cada derivada intermediaria surgir, mesmo que pesos antigos ainda sejam

necessarios.

b. somente depois de calcular os gradientes necessarios para a iteragao.
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c. antes da propagacdo para frente.

d. apenas quando a perda for exatamente zero.

1 Gabarito comentado

1. a. A composi¢ao de transformagdes afins continua sendo afim; sem ndo linearidade,
profundidade ndo amplia essa classe funcional.

a. A ReLU preserva entradas positivas e zera entradas negativas.

b. A softmax produz probabilidades ndo negativas cuja soma ¢ um.

c. H45 x 3 = 15 pesos e 3 vieses, totalizando 18 parametros.

Al

a. O resultado trata de existéncia e aproximagao, ndo garante treinamento, eficiéncia
ou generalizagdo.

a. Camadas sucessivas podem reutilizar e compor caracteristicas de niveis anteriores.
b. O sinal negativo aponta localmente na direcao de reducdo da funcao objetivo.

¢. O produto (N x d)(d x m) resultaem N X m, e o viés ¢ difundido por linha.

S R

a. O modo reverso acumula sensibilidades por meio da regra da cadeia sem formar
Jacobianas completas desnecessarias.
10. b. Atualizar antes do fim pode misturar valores novos e antigos e produzir gradientes

inconsistentes.
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Capitulo 9
Redes Recorrentes

Dados sequenciais possuem ordem e dependéncias entre posi¢cdes. Em uma frase, o significado
de uma palavra depende das anteriores; em uma série temporal, uma medida recente ajuda a
interpretar a seguinte. Uma rede feedforward comum recebe um vetor de tamanho fixo e nao

mantém, por si sO, um estado entre passos.

Uma rede neural recorrente (RNN) introduz um estado oculto que ¢ atualizado ao longo da
sequéncia. A mesma transformacao ¢ reutilizada em todos os instantes, permitindo processar

sequéncias de diferentes comprimentos.

9.1 Rede recorrente de ElIman

Seja x, € R% a entrada no instante ¢ e h, € R o estado oculto. Uma RNN simples de Elman

calcula

h’t = QS(thxt + Whhht—l + bh)’ (91)

Oy = Whyht + by? Yp = (o). 9.2)

Os parametros possuem formatos

th € [Rdthz, Whh € [Rdthh, Why € [Rddeh.

A ativacdo ¢ costuma ser tanh em uma RNN simples. A fungdo 1) depende da tarefa: identidade

para regressao, sigmoide para saida binaria ou softmax para classes exclusivas.
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O estado inicial i pode ser zero, um pardmetro aprendido ou um vetor fornecido por outro

modelo. Essa escolha faz parte da especificacdo da arquitetura.

9.1.1 Memoria como estado

A equagdo Equacao 9.1 combina a observacao atual com um resumo do passado. O estado
ndo armazena literalmente todos os itens anteriores; ele ¢ uma representagao de dimensao fixa,

atualizada recursivamente:

hy = Fa(xtv ht71>'

Duas sequéncias com o mesmo ultimo elemento podem produzir estados diferentes porque
percorreram historicos distintos. Ao mesmo tempo, um estado pequeno pode perder detalhes

relevantes de sequéncias longas.

9.1.2 Desdobramento no tempo

Embora o diagrama recorrente contenha um ciclo, para uma sequéncia finita podemos desdobra-
lo em uma cadeia. Cada copia visual representa a mesma célula em um instante diferente; os

parametros sdo compartilhados.

Representacgao recorrente Rede desdobrada no tempo

célula Fo Fé Fe
estado h; t=2 t=3
entrada x; Xi X2 X3

As caixas sdo copias conceituais; 8 € compartilhado.

Figura 9.1: Uma RNN recorrente e seu desdobramento: os mesmos parametros sao reutilizados
em todos 0s passos.

O compartilhamento traz duas consequéncias:

* o nimero de parametros ndo cresce com o comprimento da sequéncia;

 gradientes de todos os instantes contribuem para as mesmas matrizes.
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Uma RNN com 7" = 100 passos ndo possui cem matrizes W}, ; possui uma matriz usada cem

VEZES.

9.1.3 Formatos de entrada e saida
Redes recorrentes podem ser organizadas de acordo com a tarefa:

* sequéncia para sequéncia: um rotulo por passo, como etiquetagem de palavras;

* sequéncia para vetor: uma saida apos ler toda a sequéncia, como classificacao de texto;
* vetor para sequéncia: uma condigao inicial gera varios passos;

* sequéncia para sequéncia com comprimentos diferentes: um codificador produz uma

representacdo usada por um decodificador.

Em lote, uma entrada costuma ter formato B x 1" x d,,: exemplos, tempo e atributos. Sequéncias
de comprimentos diferentes podem ser preenchidas até um tamanho comum, mas uma méascara

deve impedir que posigdes artificiais contribuam para a perda ou para métricas.

Preenchimento nao cria informagdo. Além disso, processar uma sequéncia muito além de seu

comprimento real pode alterar estados se a implementagao nao respeitar a mascara.

9.1.4 Propagacao para frente

import numpy as np

def rnn_elman(X, W_xh, W_hh, b_h, W_hy, b_y, hO=None):
"""X tem formato (lote, tempo, atributos)."""
B, T, _ = X.shape
d_ h = W_hh.shape[0]
h = np.zeros((B, d_h)) if hO is None else hO.copy()

estados, saidas = [1, []

for t in range(T):

h np.tanh(X[:, t, :] @ W.xh.T + h @ W_hh.T + b_h)
h @ W.hy.T + b_y
estados.append (h.copy())

(0]

saidas.append (o)

H = np.stack(estados, axis=1)
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0 = np.stack(saidas, axis=1)

return O, H

O lago temporal ¢ sequencial: h, depende de h,_;. Dentro de cada passo, todos os exemplos e

todas as unidades sdo vetorizados.

9.1.5 Retropropagacio através do tempo

A retropropagacio através do tempo (BPTT) aplica backpropagation ao grafo desdobrado. Se
a perda total ¢

E =
t

T
C Ty Yy,

=1

o estado h, pode influenciar a perda no proprio passo e todas as perdas futuras. Sua derivada

acumula esses caminhos. Em uma forma simplificada,

OE 0, OE 0h,,,

oh, — Oh, " Oh,, oh,

Para a recorréncia de Elman,

Ohy iy

oh, = diag(ﬁb/(th)) Whh-

Produtos repetidos desses Jacobianos explicam dois problemas:

 gradientes que desaparecem: normas menores que um sao multiplicadas repetidamente,
enfraquecendo dependéncias longas;
» gradientes que explodem: normas maiores que um podem crescer rapidamente e desesta-

bilizar o treinamento.

Clipping da norma do gradiente ajuda no segundo caso. Células LSTM e GRU criam caminhos
de estado controlados por portas e foram projetadas para facilitar o aprendizado de dependéncias

mais longas; elas reduzem, mas ndo eliminam, todas as dificuldades.

9.1.6 BPTT truncada

Guardar o grafo de uma sequéncia muito longa consome memoria e aumenta o caminho das
derivadas. Na BPTT truncada, processamos blocos de K passos, transportamos o valor do estado

para o bloco seguinte, mas interrompemos o grafo de derivagdo na fronteira.
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Isso reduz custo e memoria, porém impede que o gradiente atribua crédito diretamente a eventos

anteriores a janela. O comprimento K €, portanto, um hiperparametro computacional e estatistico.

9.1.7 Rela¢io com redes feedforward
Uma RNN desdobrada se parece com uma rede profunda, mas possui duas diferengas essenciais:

1. a profundidade efetiva depende do comprimento da sequéncia;

2. os parametros das copias temporais sao compartilhados.

Redes feedforward também podem receber uma janela fixa de observagdes, mas a janela precisa
ser escolhida previamente e cada posi¢do costuma ter parametros distintos. RNNs oferecem uma

regra recorrente aplicavel a comprimentos variados.

Hoje, mecanismos de atencdo e Transformers sdo alternativas importantes para muitos proble-
mas sequenciais porque permitem caminhos mais curtos entre posi¢des € maior paralelismo.
Ainda assim, RNNs permanecem uteis em fluxos continuos, modelos compactos e cenarios com

processamento passo a passo.

Ordem temporal ndo ¢ ordem do lote

Embaralhar a ordem dos exemplos independentes entre épocas costuma ser adequado.
Embaralhar os passos dentro de cada sequéncia destrdi a estrutura temporal que a recorréncia

deve aprender.

9.1.7.1 Exercicios

Verifique os formatos em Equagao 9.1 e Equacao 9.2.
Quantos parametros possui uma RNN com d,, = 10, d), = 32ed, = 5?
Explique por que o nimero de pardmetros ndo depende de 7.

Diferencie preenchimento, mascara e BPTT truncada.

M e

Mostre como produtos repetidos de um escalar |A| < 1 ajudam a entender o desapareci-
mento do gradiente.

6. Quando uma saida por passo ¢ necessaria e quando apenas h, pode ser suficiente?

9.2 Mapas Auto-Organizaveis

Um mapa auto-organizavel (Self-Organizing Map, SOM) ¢ um método de aprendizado ndo
supervisionado que representa dados de alta dimensdo por uma grade, geralmente bidimensional,

de protdtipos. Pontos proximos no espago dos dados tendem a ativar unidades proximas na grade.
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O SOM nao descobre rétulos verdadeiros nem aproxima uma “funcdo divina”. Ele produz uma
representagdo exploratoria cuja interpretacdo depende dos dados, da escala dos atributos e dos

hiperparametros.

9.2.1 Trés objetos distintos
Considere dados « € R? e M unidades. Cada unidade i possui:

+ uma posicdo fixa r; € R? na grade, normalmente ¢ = 2;

« um protétipo treinavel w, € R? no espago dos dados.

As distancias ||z — w; | comparam um exemplo aos prototipos. As distancias |r; —r;|| comparam

posigdes na grade. Misturar esses dois espagos torna o algoritmo incorreto.

Espaco dos dados Rd Grade de posicodes r;

° O 0 0O O
T OO © 0

BMU e vizinhanga na grade

Os protétipos wi se movem; as posigdes ri permanecem fixas.

Figura 9.2: Cada unidade ocupa uma posi¢ao fixa na grade e possui um protétipo no espago dos
dados; a vencedora e suas vizinhas movem-se em dire¢cdo ao exemplo.

9.2.2 Unidade de melhor correspondéncia
Para um exemplo z,, a unidade vencedora, ou BMU (best matching unit), €
¢, = gr§min\\xt —w; ()] (9.3)
1=1,...,

Usar a distancia ou seu quadrado produz a mesma vencedora e evita a raiz quadrada no calculo.

9.2.3 Funcao de vizinhanc¢a

A influéncia da vencedora sobre a unidade 7 pode ser gaussiana:
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|r; —r

2
H, ;(t) = exp (——;0( t)c;” ) . (9.4)

Essa fung@o ndo ¢ uma métrica: ela ¢ maxima em unidades préximas e diminui com a distancia.

2

O parametro o(t) > 0 é o raio de vizinhanga. O quadrado em o(t)“ é necessario na forma

gaussiana usual.

9.2.4 Regra de atualizaciao

Todos os prototipos sdo atualizados por

w;(t+1) = w;(t) +n(t)H, ;) (z, —w;(1)), (9.5)

onde 0 < 7(t) < 1 ¢é a taxa de aprendizado. A BMU se move mais; suas vizinhas também se

aproximam do exemplo, preservando ordem local na grade.

No inicio, raio e taxa maiores promovem organizagao global. Depois, ambos diminuem para

permitir ajustes locais. Um cronograma exponencial possivel parat = 0,..., T — 1 ¢
t/(T—1) t/(T—1)
Ny 9y
= (L) ew=a (L)
’ "o "\o 0

Os valores finais devem ser positivos. Reduzir o raio a zero cedo demais transforma o treinamento

em competicao independente e prejudica a organizagao topologica.

9.2.5 Algoritmo

1. Padronizar os atributos quando suas escalas nao forem comparaveis.
2. Criar as posigoes r; de uma grade e inicializar os prototipos w;.
3. Para cada iteragao:
1. escolher um exemplo, normalmente com ordem embaralhada;
2. encontrar a BMU por Equagdo 9.3;
3. calcular a influéncia na grade por Equagao 9.4;

4. atualizar os prototipos por Equagdo 9.5;

N

. reduzir n(t) e o (t).

4. Associar cada exemplo a posi¢ao de sua BMU para visualizar o mapa.

Inicializagdo aleatoria € simples; amostrar exemplos ou inicializar na dire¢do das primeiras

componentes principais pode acelerar a organizagdao. Diferentes sementes podem produzir
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orientacdes distintas da grade sem que uma delas seja necessariamente errada.

9.2.6 Exemplo de uma atualizacao

Considere dois prototipos

wy, = (0,5,0,6,0,8), wy = (0,4,0,2,0,5)

e o exemplo x = (0,8,0,7,0,4). As distdncias quadraticas sdo

|z — w,|* = 0,32 + 0,12 + (—0,4)? = 0,26,

|z — wy|? = 0,42 + 0,52 + (—0,1)% = 0,42.

Logo, a BMU ¢ a unidade 1. Com 1 = 0,5, influéncia H,; = 1 e, para simplificar, influéncia

zero sobre a outra unidade,

wy = w; +0,5(x —wy)
= (0757 0767 078> + 075<0737 0717 _074>
= (0,65, 0,65, 0,60).

O prototipo se deslocou até o ponto médio entre seu valor anterior € o exemplo. Como somente
a vencedora foi atualizada, este € o caso limite de aprendizado competitivo, semelhante ao k-
means on-line. O comportamento distintivo do SOM aparece quando unidades vizinhas também

recebem influéncia positiva.

Por exemplo, se H,, = 0,4, entdo

whH = wy + 0,5 0,4(x —w,) = (0,48, 0,30, 0,48).

A unidade 2 também se move, mas por uma fragdo menor.

9.2.7 Implementacio NumPy

import numpy as np

340



Fundamentos Matematicos para Modelos de Linguagem 341

def passo_som(x, prototipos, posicoes, taxa, sigma):

X = np.asarray(x, dtype=float)
W
R = np.asarray(posicoes, dtype=float)

np.asarray(prototipos, dtype=float)

dist_dados = np.sum((W - x) ** 2, axis=1)

bmu = np.argmin(dist_dados)

dist_grade = np.sum((R - R[bmu]) ** 2, axis=1)

influencia = np.exp(-dist_grade / (2 * sigma**2))

W += taxa * influencial:, None] * (x - W)

return bmu, W

O indice [:, None] transforma a influéncia de formato M em uma coluna M X 1, permitindo

multiplica-la pelas diferencas M x d por broadcasting.

9.2.8 Avaliacio e visualizacio
Como nao ha rétulo obrigatédrio, usamos critérios internos e inspecao:

* erro de quantizacdo: média da distancia de cada exemplo ao protdtipo de sua BMU;

* erro topografico: frequéncia com que a primeira e a segunda BMUSs ndo sdo vizinhas na
grade;

» matriz U: visualizagdo das distancias entre prototipos vizinhos;

* distribuicdo de exemplos por unidade, para detectar unidades vazias ou concentracao

excessiva.

Baixo erro de quantizacdo ndo garante boa preservagdo topologica. Aumentar o numero de
unidades tende a melhorar quantizagao, mas também pode criar um mapa esparso e mais dificil

de interpretar.

9.2.9 Limitacoes e uso responsavel

SOMs sdo sensiveis a escala dos atributos, inicializacdo, ordem dos exemplos, tamanho da grade
e cronogramas. A proximidade na grade ¢ uma aproximagao da estrutura dos dados, ndo prova

de que dois grupos sejam categorias naturais.

Quando rétulos externos existem, eles podem ser projetados sobre o mapa apds o treinamento
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para interpretacao, mas ndo devem ser apresentados como rétulos descobertos sem incerteza.
PCA, t-SNE, UMAP, k-means e autoencoders respondem a objetivos diferentes e constituem

comparagdes uteis conforme a aplicagao.

9.2.9.1 Exercicios

Diferencie r; e w,, incluindo seus espagos e papéis.

Calcule w?, do exemplo e confirme cada coordenada.

O que acontece com Equagdo 9.5 quando o (t) — 0?

Explique por que padronizacdo pode mudar completamente a BMU.

Compare erro de quantizagao e erro topografico.

AN S

Implemente uma grade 3 X 3, gere suas posi¢des e execute uma época do algoritmo.

9.2.10 Sintese do capitulo

RNNSs processam sequéncias mantendo um estado e compartilhando parametros ao longo do
tempo; seu treinamento desdobra a recorréncia e aplica BPTT. SOMs pertencem a outra familia:
aprendizado competitivo nao supervisionado com prototipos organizados em uma grade. Em
ambos os casos, a estrutura do modelo — tempo na RNN, vizinhan¢ca no SOM — incorpora uma
hipotese sobre relagdes importantes nos dados.

9.3 Exercicios de multipla escolha

As cinco primeiras questoes tratam de redes recorrentes; as demais tratam de mapas auto-

organizaveis. Cada item possui uma unica resposta correta.
1. Em uma rede recorrente de Elman, o estado oculto &, depende tipicamente:

a. apenas de x,.
b. de z, e do estado anterior h,_;.
c. somente do rétulo final.

d. de pesos diferentes e independentes em cada instante.
2. “Desdobrar” uma RNN no tempo significa:

a. representar as aplicagdes sucessivas da célula como um grafo ao longo dos instantes.
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b. duplicar fisicamente o conjunto de dados.

c. remover todas as conexdes recorrentes.

d. ordenar os neurdnios pelo valor do viés.
3. O compartilhamento de parametros ao longo do tempo permite que a RNN:

a. aplique a mesma regra de transi¢ao em diferentes posicdes da sequéncia.

b. tenha um modelo totalmente distinto para cada comprimento.

c. dispense qualquer estado.

d. produza apenas sequéncias de tamanho um.
4. Gradientes que desaparecem em sequéncias longas estdo associados a:

a. produtos repetidos de derivadas e matrizes com fatores contrativos.

b. auséncia completa da regra da cadeia.

c. uso obrigatdrio de nimeros inteiros.

d. uma matriz de Gram muito grande.
5. ABPTT truncada reduz custo computacional ao:

a. limitar o numero de passos temporais pelos quais o gradiente ¢ propagado.

b. remover a propagacao para frente.

c. treinar somente o viés da saida.

d. tornar toda sequéncia independente do passado.
6. Um mapa auto-organizavel (SOM) ¢ um método de aprendizado:

a. supervisionado que exige um rétulo por exemplo.

b. competitivo e ndo supervisionado.
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c. exclusivo para séries temporais rotuladas.

d. baseado em retropropagagao de entropia cruzada.

7. Aunidade de melhor correspondéncia (BMU) para uma entrada x €, em geral, o protdtipo

que:

a. esta mais distante de x.

b. possui menor distancia a .

c. ocupa sempre o canto superior esquerdo da grade.

d. recebeu o maior rotulo de classe.
8. Na atualizagdo de um SOM, além da BMU, também sdao movidos:

a. protdtipos vizinhos na grade, com intensidade definida pela fun¢do de vizinhanga.

b. apenas exemplos do conjunto de teste.

c. todos os protdtipos pela mesma quantidade, obrigatoriamente.

d. somente protdtipos com rotulo correto.
9. Ao longo do treinamento de um SOM, é comum reduzir gradualmente:

a. ataxa de aprendizado e o raio de vizinhanga.

b. a dimensdo de cada vetor de entrada.

¢. o numero de classes verdadeiras.

d. a quantidade de coordenadas da grade em cada época.
10. O erro de quantizagdo de um SOM mede principalmente:

a. a distancia média entre cada exemplo e sua BMU.

b. aacuracia de rotulos usados no treinamento supervisionado.

c. o numero de gradientes explosivos.
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d. a probabilidade PAC de falha.

1 Gabarito comentado

[

. b. O estado combina a entrada corrente com uma memoria resumida do passado.

N

a. O desdobramento explicita as dependéncias temporais e permite aplicar a regra da
cadeia.
3. a. Os mesmos pesos sdo reutilizados, o que expressa invariancia da regra de proces-
samento a posi¢ao temporal.
4. a. Multiplicagdes sucessivas por fatores menores que um reduzem a magnitude do
sinal de gradiente.
5. a. A truncagem estabelece uma janela finita de retropropagacao, trocando memoria
temporal longa por eficiéncia.
6. b. O SOM aprende prototipos por competi¢ao e cooperagdo de vizinhanga sem usar
alvos durante o ajuste.
7. b. ABMU minimiza a distdncia entre a entrada e os vetores prototipos.
8. a. A cooperagdo local organiza prototipos proximos na grade para representar regioes
proximas dos dados.
9. a. Comecar com vizinhanca ampla favorece organizacao global; reduzi-la permite
refinamento local.
10. a. Essa distancia resume a fidelidade com que os prototipos representam os dados,

mas nao mede sozinha a preservacao topoldgica.
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